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Grundlagen
Das lineare Modell
Kovarianzmatrix der Schatzer
Was genau bedeutet BLUE ?
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(]
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y=X0+e

X nicht-stochastische n x p-Matrix mit p < n (/)
— Rang(X)=p (if)

y ist beobachteter Zufallsvektor (iii)

E(e)=0

Cov(e) = o2,

— e~ (0,021,) (iv)



Grundlagen
|neare Modell
rianzmatrix der Schatzer
au bedeutet BLUE ?

KQ-Schatzer

Lineare Regression unter (i) — (iv)
F(B:) = lly = XBil> = B = (X'X) "' X"y
o 52 = L (y— XB)(y - Xf)
=y— Xﬁ unverzerrt fiir o2 (vgl. z.B. 0%/,)
° ( 3) = Cov(f) = o?(X'X)1
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Grundlagen
Das lineare Modell
rianzmatrix der Schatzer
genau bedeutet BLUE ?

nicht-skalare Kovarianzmatrix

Var(e;) = o2 fiir i = 1, ..., n homoskedastisch

Cov(ej, ej) = O fiir i # j unkorreliert

— Heteroskedastizitat und Autokorrelation

untersuche Effekt von Cov(e) = o2V, V # I,

— Modell mit Annahmen (i) — (iii) und (iv)

Cov(e) = o2V, 0% > 0, V symmetrische,pd n x n-Matrix

e 6 6 6 o o
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Grundlagen
Das lineare Modell
Kovarianzmatrix der Schatzer
Was genau bedeutet BLUE ?

das transformierte Modell

Annahmen (i) — (iii) und (iv) < nicht !
V2y = vol2Xg 4 vot/2e

v« = Xuff + e, geniigt (i) — (iv)
F'F=v-

e. ~ (0,021,)
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Grundlagen
Das lineare Modell
Kovarianzmatrix der Schatzer
Was genau bedeutet BLUE ?

generalisierter KQ-Schatzer

o B = (X' X)Xy, =(X'VIX)1X'v-1y
o MSE(B, i) = Cov(f.) = 2(X'V-1X)"!
o generalisiertes Gauss-Markov-Theorem - unter (i) — (iii) und

(iv%) : O ist nicht schlechter als irgendein anderer
unverzerrter linearer Schatzer

0 67 = Ay — XY (v — XB.)
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Grundlagen

Das lineare Modell
Kovarianzmatrix der Schatzer

genau bedeutet BLUE ?

o Cov(B) = o?(X'X)~1: KQ
o Cov(fATK) = o2(X’'V~1X)~1: Aitken (VKQ)
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Grundlagen
Das lineare Modell
Kovarianzmatrix der Schatzer

Was genau bedeutet BLUE ?

A ,best": Cov((3”) < Cov(/3®)

B: beliebiges lineares unverzerrte Schatzverfahren
— Cov(f3B) — Cov(p*) psd
Gauss-Markov-Theorem
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Gauss-Markov-Theorem

Modell

Beweisidee

ey=XB+e E(e)=0 Cov(e)=0?l,
@ a'[3 schitzbar, so ist der KQ-Schatzer von 4’3 gleich dem
BLUE

o fiir die Fehler ¢; gilt also:
- unkorreliert
- Erwartungswert von Null
- gleiche Varianz
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Gauss-Markov-Theorem e
Modell

Beweisidee

Cov(f3B) = 62CC’ — samtliche LUE
Cov(ﬁ) ( )—1
Cov(3B) — Cov(B) = 0 [C — (X'X)"1X'] [C — (X'X)1X]
pd — Giiltigkeit
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P DEVIE
Fallbeispiel Deinezi

Konsequenzen der Annahmeverletzung

Anwendung des Aitken-Schatzers
Voraussetzung: Var(e;) = o2, also Homoskedastizitit
KQ-Schatzer liefert unverzerrte Punktschatzer

bei Heteroskedastizitat nicht effizient

modifiziertes Schatzverfahren — Aitken-Methode
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P DEVIE
Fallbeispiel Deinezi

Konsequenzen der Annahmeverletzung

@ V hat Diagonalgestalt — Eintrage > 0
o Transformation durch: V-1 = V=3V ~3
° V*%y = VféXﬂ%— Voie & Ve = X3 + e
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Datensatz

Fallbeispiel
P Konsequenzen der Annahmeverletzung

Mieter-Beispiel (siehe Okonometrie (von Auer))

Tabelle: gegebener Datensatz

Xt Yt t Xt Yt
0,50 16,80 | 7 3,10 12,80
1,40 16,20 | 8 4,40 12,20
1,10 1590 | 9 3,70 15,00

2,20 15,40 |10 3,00 13,60
1,30 16,40 | 11 3,50 14,10
320 13,20 | 12 4,10 13,30

oOCTA WN R~
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Datensatz

Fallbeispiel
P Konsequenzen der Annahmeverletzung

Grafik

Datenpunkte des Mieten-Beispiels

Kaltmiete
16
I

13
I

Entfernung zum Zentrum
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Datensatz

Fallbeispiel
P Konsequenzen der Annahmeverletzung

Beschreibung

@ in Stadt: Kaltmiete in Abhangikkeit zu Entfernung zum
Stadtzentrum

zwolf Entfernungen 4+ Kaltmieten
auffalig: Streuung ,,wéchst"
Homoskedastizitat nicht mehr vertretbar 7!

Tests auf Homosk.: Goldfeld-Quandt-Test, White-Test,
Breusch-Pagan-Test u.a.
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P DEVIE
Fallbeispiel Dtz

Konsequenzen der Annahmeverletzung

Abbildung: 02 # o2, aber 02 = 02x;

— Trafo’ des linearen Modells
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Datensatz

Fallbeispiel Konsequenzen der Annahmeverletzung

neues Modell

* __ Yt * 1 * Xt * __ et
°y; = Lt = Xt T €& =

o yi =azf + OBx{ + €

Tabelle: Ergebnisse der Schatzer

’ Modell Variable Koeff.  se(?) ‘
Aitken  transf. Konstante | 17.391 0,294
Aitken  transf. Entfernung | -1,073 0,137
KQ Konstante 17,393 0,527
KQ Entfernung -1,074 0,182
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Datensatz

Fallbeispiel Konsequenzen der Annahmeverletzung

Die Kovarianzmatrix

o Cov(e)=1[ . . .| =%V

o o0 .- U2T

o gilt a% = o2x; vor, so lautet
xx 0 - 0
0 Xy v 0

o V= )
0 O XT
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Datensatz

Fallbeispiel Konsequenzen der Annahmeverletzung

autokorrelierte Fehler

@ Korrelation zw. e; und e; wird kleiner, wenn Distanz zw. / und

J wachst.
@ AR(1)-Prozess: ej = pei_1+uj, i=1,...,n
1 P p? . pnTl
p 1 p .. pn—2
oV=|r p 1 - p3
pn-—l pn-—2 pn-—3 . 1

@ V invertierbar und generalisierte KQ-Schatzer:
ﬂ* — (X/ V—lx)—lxl V—ly
PO Dy Y

°P=Nre,

o uj ~ (0,02) fiir alle méglichen i und Cov(uj,u;) =0, i # j
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X und V reguldr
Singularitat von V
Voraussetzungen fiir die Gleichheit der Schatzer relative Giite des KQ-Schitzers

T.W. Anderson (1948)

@ wenn die g Spalten der n x g-Matrix X Linearkombinationen
der Eigenvektoren von V sind < Aitken = KQ

@ ohne diese Kondition — (3 und Varianz schatzbar (KQ und
Aitken)

@ Bsp: — Tafel
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X und V
Singularit
Voraussetzungen fiir die Gleichheit der Schatzer relative Giite des KQ-Schitzers

Zyskind (1967)

@ acht notwendige und hinreichende Konditionen (A1-A8) fiir
Gleichheit — ohne Rangannahmen!

@ Ab5: einfache Bedingung zum Uberpriifen in der Praxis
@ — Zyskinds Kondition: HV = VH
@ Bsp:g=1und X =1,
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nV
Voraussetzungen fiir die Gleichheit der Schatzer relative Giite des KQ-Schitzers

Zyskind (1967)

@ Wir haben gezeigt, dass wenn die Kovarianzmatrix V die
Struktur

V = al, + b1,1,

hat, der KQ-Schatzer gleich dem Aitken-Schatzer ist, genau
dann, wenn die Designmatrix X den Bedingungen

X1, =0, oder Xf =1,

fiir einen beliebigen g x 1-Vektor f, geniigt.
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X und V regular
Singulai
Voraussetzungen fiir die Gleichheit der Schatzer relative Giite des KQ-Schitzers

Schatzer bei Singularitat

e unter Annahmen (i) — (iii) und singuldrer Kovarianzmatrix
Cov(e) = 02V generalisierte KQ-Schatzer
B, = ( “1X)71X'V~1ly existiert nicht
@ aber ﬂ mit Cov(ﬂA) <1 Cov(Ay + a), fiir jeden linearen
Schétzer Ay + a mit E(Ay +a) =0
- (X’T+X)*1X’T+y T = v T kXX', mit
>0, wenn C(X) ¢ C(V
>0, sonst
@ — generalisiertes GM-Theorem
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nV
Voraussetzungen fiir die Gleichheit der Schatzer relative Giite des KQ-Schitzers

C(VX) C C(X)
V regular — rk(VX) = rk(X)

,
V singular, C(VX) C C(X) nicht notwendig dquivalent zu
C(VX) = C(X)

V unbekannt — Uberpriifung der Kondition unméglich
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X und V regular
Singularitdt von V
Voraussetzungen fiir die Gleichheit der Schatzer relative Giite des KQ-Schitzers

Watson (1955)

("]
*]
(*]
(]

N

Giite: ® = det(Cov(3*))/det(Cov(3))
= [det(X'X)]? / [det(X' VX)det(X'V~1X)]
0<d<]1 — d=1<« KQ=Aitken

weitere Spezialfalle: The Equality of the OLSE and the BLUE;
Puntanen, Styan (1998)
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Zusammenfassung

im linearen Modell: Gauss-Markov-Theorem

Cov(e) = 02V — verallgemeinerter KQ-Schitzer
Kovarianzmatrix nicht invertierbar — é =(X'TtX)"IX'Tty
Gleichheit der Schatzer: C(VX) C C(X)
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