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Einleitung Motivation

Klassische lineare Regressionsmodell

@ Modellgleichung:y = XB + €

@ (i) X ist eine nicht-stochastische (nxp)-Matrix mit p < n

@ (ii) Die Matrix X hat Rang p, d.h. X besitzt vollen Spaltenrang
@ (iii) y ist ein beobachtbarer (nx1)-dimensionaler Zufallsvektor

@ (iv) e ist ein (nx1)-dimensionaler, nicht beobachtbarer Zufallsvektor,
mit Erwartungswert E(e) = 0

und Kovarianzmatrix Cov(e) = 0l, 0 > 0
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Einleitung Motivation
Multikollinearitat

Haufig in der Okonometrie

Schlechte Datenlage (Multikollinearitat)

Einzelne oder mehrere Spalten der Designmatrix X sind korreliert

@ Einzelne oder mehrere Spalten der Designmatrix X sind fast linear
abhangig

Mindestens ein Eigenwert von X’X liegt nahe 0

Annahme (ii) ist nur formal erfallt

Christoph Nollenheidt, Sebastian Appelbaum Ridge und Shrinkage Schétzer



Einleitung Motivation
Beispiel 1

@ Regressionsgerade y = XB + € mit

6.0521 1 1.9
7.0280 1 2.1

y=|7.1230[, X=|1 2 ,ﬂ:(ﬂ1)
4.4441 1 2 2
5.0813 1 1.8

@ y simuliert mit 8 = 2

o und e normalverteilt mit E(¢) = 0 und
Var(e) =1
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Einleitung Motivation
Beispiel 1

5 9.8 -1 [ 74.0769  —-37.6923
9.8 19.26) und (XX _(—37.6923 19.2308)
@ Eine geringe Veranderung in X

beispielsweise

° X’X:(

1 19

1 2.05

X=|1 2

1 2

1 1.85

fahrt zu,

v 5 9.8 Sron-1 142.4815 -72.5926
Xx_(g.s 19.235) und - (X'X) _(—72.5926 37.0370)
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Einleitung Motivation

Kondition einer Matrix

@ Matrix mit diesem Verhalten hei3t schlecht konditioniert

@ Eine Matrix X heif3t schlecht konditioniert, falls geringe
Veranderungen in X zu groBen Veranderungen in (X’X)_1 fihren

@ Mafzahl fir Multikollinearitat

Konditionszahl:
Amax(A’A)
= ——— k(A) €e[1,00
Ay <R € [1.%)

«(A) =
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Einleitung Motivation
Kleinste Quadrate Schéatzer

o B=(XX)"Xy
@ Cov(B) = o?(X'X)™"
@ Erwartete quadrierte Lange des Schéatzers:

E(IBIP) = o?tr[(X'X)™"] + 11112

@ Uberschatzung der wahren Parameterlange
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Einleitung Motivation
Beispiel 2

@ Lineares Regressionsmodell y = X5 + € mit Modellannahmen i) bis
iv) und Dimension p = 2

r

o X’X—(1
r 1

), -1<r<A1
@ r=0undr=09

~ 2 (1 —r
o COV(ﬂ) =12 (_r 1 )

@ Var(By + B2) = Var(B1) + Var(82) + 2Cov(B1,2)
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Einleitung Motivation

Beispiel 2 Varianzvergleich

Schatzer Varianz
r=0|r=0.9
B o2 | 5.2602
Bo o2 | 5.2602

B1+ B2 | 202 | 1.2502

@ Multikollinearitat fihrt nicht zwangslaufig zu unprazisen Schatzungen

Christoph Nollenheidt, Sebastian Appelbaum Ridge und Shrinkage Schétzer



Methoden Ridge Schatzer

Ridge Schatzer

@ Eingefiihrt von Hoerl und Kennard (1970)
@ Idee: Kondition der Matrix X’X verbessern
e Definition: Bk = (X'X + klp) ™' Xy,

mit Ridge Parameter k > 0

s [-42489\ . 0.9396
@ (Beispiel 1) g = ( 5.2013 ) Biss = (2.5349)
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Methoden

Ridge Parameter k = 1/5
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Ridge Schatzer

Graphische Veranschaulichung

20 4

@ Vergleich KQ und Ridge Schatzer mit Daten aus Beispiel 1,
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Methoden Ridge Schatzer

Eigenschaften Ridge Schatzer

@ homogener linearer Schatzer, falls k fest

@ Erwartungswert E(Bx) = 8 — k(X'X + klp)™'8

mit wachsendem k gréBerer Bias

@ Kovarianzmatrix Cov(Bx) = o?X'X(X'X + klp) 2

mit wachsendem k kleinere Varianz

@ Fazit: Zielkonflikt
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Methoden Ridge Schatzer

Eigenschaften Ridge Schatzer

@ Die Gesamtvarianz des Ridge Schatzers:

TV(Bk) = tr(Cov(Bk)) = o Z: . +!k
@ Die Gesamtvarianz des KQ-Schéatzers:
TV(B) = tr(Cov(B)) = o2 20, + = o? 37, ﬂé

@ Fazit: Ridge Schatzer besitzt kleinere Gesamtvarianz
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Methoden Ridge Schatzer

Eigenschaften Ridge Schatzer

@ betrachte quadratische Lange:

Theorem 1

Ungleichung ||, | < IIBx, |l ist fiir 0 < ky < ke erfillt

@ streng monoton fallende quadratische Lange

@ kirzere quadratische Lange gegenliber KQ Schatzer
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Methoden Ridge Schatzer

Gutekriterium MSE

@ j3 beliebiger Schatzer fir 8

@ (1) die Matrix der mittleren quadratischen Fehler (Matrixrisiko)
MSE (B, 3) = E[(B - B)(B - B)]

@ (2) den reellwertigen mittleren quadratischen Fehler (Risiko)

p(B.B) = tr(MSE(B.))
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Methoden Ridge Schatzer

Risikovergleich gegeniber KQ Schatzer

@ matrixwertiger Vergleich
@ betrachte Differenzenmatrix A = MSE(8, 3) — MSE(8, k)
@ Verbesserungsregionen des Ridge Schatzer gegenitber KQ Schatzer

@ Gestalt: Ellipsoid im RP
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Methoden Ridge Schatzer

Risikovergleich gegeniber KQ Schatzer

k=1/200

@ Verbesserungsregionen von 3k gegeniiber 3 beziiglich des MSE
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Methoden Ridge Schatzer

Risikovergleich gegeniber KQ Schatzer

Theorem 2

Seien im linearen Regressionsmodell die Annahmen (i) bis (iv) erfillt
und k > 0 eine feste Zahl

Die Differenzenmatrix
A = MSE(B, ) - MSE(B, k)

ist genau dann nicht-negativ definit, wenn die Ungleichung
B [%lp + (X'X)‘1]_1 B<o?

gilt
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Methoden Ridge Schatzer

Risikovergleich gegeniber KQ Schatzer

Korollar 1

Seien im linearen Regressionsmodell die Annahmen (i) bis (iv) erfillt.

Falls die Parameter (8 # 0,02 > 0) die Ungleichung

2
0<k<20—

- BB
erfilllen, so ist A = MSE(B, 3) — MSE (B, 3x) nicht-negativ definit
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Methoden Ridge Schatzer

Wahl des Ridge Parameters k

@ Zentraler Aspekt: Wahl des Parameters k

@ Zielkonflikt: Kompromiss zwischen kleiner Varianz

und geringem Bias

@ Zwei verschiedene Methoden, ein k zu finden
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Methoden Ridge Schatzer

Die Ridge Spur

@ Graphisches Verfahren zur Bestimmung von k

@ Komponenten des Schétzers in Abhangigkeit von k

@ Stabilisierung der Funktionen ab einem bestimmten Wert

@ Subjektive Methode
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Methoden Ridge Schatzer

Die Ridge Spur Beispiel 1

@ Regressionsgerade y = XB + € mit

6.0521 1 1.9
7.0280 1 2.1

y=|7.1230[, X=|1 2 ,,B:(ﬂ1)
4.4441 1 2 2
5.0813 1 1.8

@ betrachte Bx = (XX + klo)~"X’y und fasse

beide Komponenten von Bk als Funktionen von k auf
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Methoden Ridge Schatzer

Die Ridge Spur fir k € [0, 1]
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Methoden Ridge Schatzer

Die Ridge Spur flr k € [0, 20]

beta_k_dach

—2
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Methoden Ridge Schatzer

Objektive Bestimmung des Parameters

@ Datenbasierte Bestimmung von k

@ Optimalitatskriterium:

reellwertiger mittlerer quadratischer Fehler
e Optimalitatseigenschaft: p(B, Bk, ) < p(B.Bx), fir jedes k > 0

@ Firjedes (B # 0,02) existiert ein Kopt
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Methoden Ridge Schatzer

Objektive Bestimmung des Parameters

Theorem 3

Seien im linearen Regressionsmodell die Annahmen (i) bis (iv) und
X'X = lp erfillt.
Die Ungleichung

p(ﬁ’ﬁkopt) < p(B.Bk), Yk 20
ist wahr flr
po?
BB

kopt =
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Methoden Ridge Schatzer

Objektive Bestimmung des Parameters

@ Betrachte ad-hoc Schatzer

A2
~ g
Knks = pA,A

BB

@ Nachteil: kuxs oftmals zu klein

@ Ldsung: iteratives Schatzverfahren nach Hoerl und Kennard
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Methoden Shrinkage Schétzer

Shrinkage Schatzer

@ Eingeflihrt von Mayer und Willke
@ Auch Kontraktionsschéatzer genannt

@ Idee: Uberschatzung der Lénge des wahren Parameters 3
durch KQ Schétzer korrigieren

e Definition: B(0) = 11—93

mit Shrinkage Parameter o > 0
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Methoden Shrinkage Schétzer

Graphische Veranschaulichung

@ Vergleich KQ und Shrinkage Schatzer mit Daten aus Beispiel 1,
Shrinkage Parameter o = 7/3

-20 -10 W, 20

-10 4

—20 4

B
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Methoden Shrinkage Schétzer

Eigenschaften Shrinkage Schatzer

homogener linearer Schatzer, falls o fest

Erwartungswert E(3(0)) = 1+Qﬁ

Kovarianzmatrix Cov(B(0)) = G +Q)Q(X’X)_

Lange der Schatzung E(IIB(0)IP) = (15)20*tr[(XX) "]+ (3521181

Schrumpfung Richtung Nullvektor
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Methoden Shrinkage Schétzer

Risikovergleich gegeniber KQ Schatzer

@ Betrachtung des Matrixrisikos und der Differenzenmatrix A

@ Verbesserungsregion des Shrinkage Schatzers gegenlber KQ
Schatzer

@ Gestalt: Ellipsoid im RP

@ Ellipsoid vergréBert sich fir wachsendes o
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Methoden Shrinkage Schétzer

Risikovergleich gegeniber KQ Schatzer

Theorem 4

Unter den Annahmen i) bis iv) des linearen Regressionsmodells sei o > 0
eine (nicht-stochastische) Zahl. Dann ist die Differenzenmatrix

A = MSE(B,B) - MSE(B.3(0)).

genau dann nicht-negativ definit, wenn
2
pXXg < 202,
©

wobei A #0,0>0und p > 1

Christoph Nollenheidt, Sebastian Appelbaum Ridge und Shrinkage Schétzer



Methoden Shrinkage Schétzer

Risikovergleich gegeniber KQ Schatzer

Korollar 2

Unter den Annahmen i) bis iv) des linearen Regressionsmodells und den
Parametern (8 # 0, 02) ist die Differenzenmatrix

A = MSE(8,3) -~ MSE(B.5(e)).

nicht-negativ definit, falls die Ungleichung

erfllt ist
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Methoden Shrinkage Schétzer

Bestimmung des Shrinkage Parameters

Theorem 5

Unter den Annahmen i) bis iv) des linearen Regressionsmodells flr

(B # 0,02) ist die Ungleichung

p(B.B(0opt)) < p(B.B(0)) Vo =0,

wahr fur
oopt = T H[(X'X) /8B
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Methoden Shrinkage Schétzer

Bestimmung des Shrinkage Parameters

@ Theorem 5 liefert Idee flir Schatzer

@ Ersetze wahre Parameter durch erwartungstreue Schatzungen

ry\—1
@ Schatzstatistik: 9 = &2%

@ Kein linearer Schatzer
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Zusammenfassung
Zusammenfassung

@ Ergebnis: Eignung beider Schétzer bei Multikollinearitat

@ Varianten beider Schétzer:
Generalisierte Ridge Schétzer

Richtungsmodifizierte Shrinkage Schétzer

@ weitere Mdglichkeit: Hauptkomponentenschatzer bei Multikollinearitat
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