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Kapitel 1Fragestellungen
Die Sto
hastik ist die Lehre des Zufalls. Lange ist man davon ausgegangen, dass diese Lehre fürdie Ingenieurswissens
haft ni
ht von Bedeutung ist, da alles auf Me
hanik und anderen determi-nistis
hen Prozessen basiert. Aber das ist ni
ht der Fall. Mas
hinen produzieren nur mit einer be-stimmten Genauigkeit und Teile der Mas
hinen fallen zufällig aus. Baumaterialien sind ni
ht immerglei
h sondern s
hwanken in ihrer Bes
ha�enheit. Es stellt si
h au
h die Frage, wie Mas
hinen undBauwerke konstruiert werden sollen, so dass bestimmte Anforderungen mögli
hst gut erfüllt werden.Im Zeitalter der Globalisierung mit ihrem harten Konkurrenzdru
k ist es besonders wi
htig, dassdie Anforderungen so gut wie mögli
h erfüllt werden.1.0.1 Beispiel (Kugellager)In einer groÿen industriellen Kooperation war das Ziel, Stahlkugellager (steel ball bearings) voneinem Dur
hmesser von 1 Mikrometer zu produzieren. Am Ende eines Tages wurden 10 Kugellagerzufällig von einer Produktionslinie ausgewählt und deren Dur
hmesser ermittelt. In einem anderenExperiment wurden 10 Kugellager von einer anderen Produktionslinie ausgewählt. Es ergaben si
hfolgende in der Datei STEEL.DAT enthaltenen Dur
hmesserErste Linie 1.18 1.42 0.69 0.88 1.62 1.09 1.53 1.02 1.19 1.32Zweite Linie 1.72 1.62 1.69 0.79 1.79 0.77 1.44 1.29 1.96 0.99Siehe (Romano 1977), entnommen aus (Hand et al. 1994).Vers
hiedene Fragen können hier gestellt werden:1. Wird die Zielgröÿe von 1 Mikrometer im Mittel von allen Kugellagern der beiden Produkti-onslinien eingehalten?2. Wird eine Abwei
hung von 0.3 Mikrometer von der Zielgröÿe toleriert, so stellt si
h dieFrage ob diese Toleranzbreite von allen Kugellagern eingehalten wird bzw. wel
her Anteilaller Kugellagern diese Toleranzbreite einhält.3. Hält eine Produktionslinie die Zielvorgabe besser ein? Unters
heiden si
h die Ergebnisse derbeiden Produktionslinien im mittleren Wert bzw. in der Streuung?
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haften, WS 2011/20121.0.2 Beispiel (Lebenszeiten von Glühbirnen)Die folgende Tabelle, die in der Datei LAMPS.DAT enthalten ist, stellt die Häu�gkeitstabelle derLebenszeiten von 300 Glühbirnen dar.Lebenszeit (in Stunden) Absolute Häu�gkeit950-1000 21000-1050 21050-1100 31100-1150 61150-1200 71200-1250 121250-1300 161300-1350 201350-1400 241400-1450 271450-1500 291500-1550 291550-1600 281600-1650 251650-1700 211700-1750 161750-1800 121800-1850 81850-1900 61900-1950 31950-2000 22000-2050 12050-2100 1Siehe (Gupta52), entnommen aus (Hand et al. 1994), S. 108.Die sogenannte Normalverteilung bes
hreibt diese Lebenszeiten sehr gut, weshalb die Frage aufkam,ob das e
hte Daten sind. Normalerweise werden Lebenszeiten mit anderen Verteilungen bes
hrieben.Es stellt si
h die Frage, ob eine typis
he Lebenszeitverteilung die Daten genauso gut bes
hreibt. Eineandere Fragestellung, die insbesondere Gupta interessierte hatte, ist, wie man die mittlere Lebenszeits
hätzen würde, wenn man die die Glühbirnen nur maximal z.B. 1700 Stunden beoba
htet hätte,d.h. wenn man ni
ht gewartet hätte, bis alle Glübirnen kaputt gegangen sind. Sol
he Daten nenntman au
h zensierte Daten.1.0.3 Beispiel (Wirksamkeit von Rosts
hutzmitteln)Zur Überprüfung der Wirksamkeit zweier Rosts
hutzmittel R1 und R2 wurden Proben genommenund die Ergebnisse den Kategorien geringe, mittlere und starke Wirksamkeit zugeordnet. Insgesamtergab si
h folgende Kontingenztabelle:
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R1 65 103 106
R2 74 85 47Gibt es einen Zusammenhang zwis
hen Rosts
hutzmittel und Rostanfälligkeit?1.0.4 Beispiel (Hitzeentwi
klung beim Zementansetzen)Es sollte untersu
ht werden, wie die Zusammensetzung des Zements die Hitzeentwi
klung beein-�usst. Neben der Hitzeentwi
klung in Kalorien pro Gramm des Zements wurden die prozentuellenAnteile vona = tri
al
ium aluminateb = tri
al
ium sili
ate
 = tetra
al
oum alumino ferrited = di
al
ium sili
ateim Zement ermittelt und in der Datei SETTING.DAT aufgeführt.a b 
 d Hitze7 26 6 60 78.51 29 15 52 74.311 56 8 20 104.311 31 8 47 87.67 52 6 33 95.911 55 9 22 109.23 71 17 6 102.71 31 22 44 72.52 54 18 22 93.121 47 4 26 115.91 40 23 34 83.811 66 9 12 113.310 68 8 12 109.4Siehe (Woods et al. 1932), entnommen aus (Hand et al. 1994).Es stellt hier insbesondere die Frage, ob anhand einer beliebigen vorgegebenen Zusammensetzungdes Zements die Hitzeentwi
klung vorausgesagt werden kann.1.0.5 Beispiel (Aufwi
keln von Kammgarn)Die folgenden Daten zeigen die Anzahl der Zyklen, bis Kammgarn fals
h aufgewi
kelt wurde. DieseAnzahlen wurden unter folgenden experimentellen Bedingungen eines 3 × 3 × 3-faktoriellen Ver-su
hsplanes ermittelt:
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x1: Länge des Kammgarnes(250, 300, 350 mm)
x2: Amplitude der Zyklen (8, 9, 10 mm)
x3: Gewi
ht (40, 45, 50 g)Dabei werden in der Datei WOOL.DAT die jeweils 3 Stufen der Faktoren Länge, Amplitude undGewi
ht mit -1, 0 und +1 bezei
hnet.Faktorstufen Anzahl der Zyklen

x1 x2 x3-1 -1 -1 674-1 -1 0 370-1 -1 +1 292-1 0 -1 338-1 0 0 266-1 0 +1 210-1 +1 -1 170-1 +1 0 118-1 +1 +1 900 -1 -1 14140 -1 0 11980 -1 +1 6340 0 -1 10220 0 0 6200 0 +1 4380 +1 -1 4420 +1 0 3320 +1 +1 220+1 -1 -1 3636+1 -1 0 3184+1 -1 +1 2000+1 0 -1 1568+1 0 0 1070+1 0 +1 566+1 +1 -1 1140+1 +1 0 884+1 +1 +1 360Siehe (1), entnommen aus (Hand et al. 1994).Interessant ist hier bei wel
hen Einstellungen es am längsten dauert, bis das Garn s
hief aufgewi
keltwird, und zwar ni
ht für den konkreten Datensatz sondern für zukünftiges Aufwi
keln. Es stellt si
h
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h die Frage, ob einer der Faktoren Länge, Amplitude und Gewi
ht überhaupt einen Ein�uss aufdie Anzahl der Zyklen hat, d.h. ob es bei einem der Faktoren egal ist, auf wel
her Stufe er eingestelltist.1.0.6 Beispiel (Peni
illin-Herstellung)Vier Methoden A, B, C und D zur Herstellung von Peni
illin wurden in einem sogenannten rando-misierten Blo
k-Experiment miteinander vergli
hen. Die Blö
ke waren Mis
hungen, die genügendMaterial für vier Dur
hläufe enthielten. Die folgende Tabelle enthält vier Doppelspalten. Von denDoppelspalten enthält die erste Spalte jeweils den Ertrag und die zweite Spalte jeweils die Positionim Blo
k. Dabei gibt hier die Position im Blo
k an, an wel
hem Dur
hlauf die Methode verwendetwurde. So bedeutet zum Beispiel die Position 3 bei Blo
k 4 und Methode B, dass die Methode B im3. Dur
hlauf beim Verwenden der 4. Mis
hung angewendet wurde. Die Datei PNICILL.DAT enthältdie folgenden Ergebnisse.
MethodeBlo
k A B C D1 89 1 88 3 97 2 94 42 84 4 77 2 92 3 79 13 81 2 87 1 87 4 85 34 87 1 92 3 89 2 84 45 79 3 81 4 80 1 88 2

Siehe (Box et al. 1978), entnommen aus (Hand et al. 1994), S. 347. Hier ist von Interesse, ob si
hdie 4 Methoden unters
heiden, und wenn ja, wel
he die beste ist. Au
h hier bezieht si
h die Frageni
ht auf den konkreten Datensatz sondern generell auf die Herstellung.1.0.7 Beispiel (Dru
kfestigkeit von Beton)In Kassel wurde eine neue Herstellungsweise von besonders hartem Beton entwi
kelt. Um festzustel-len, ob andere Institutionen au
h in der Lage sind, diesen Beton herzustellen, wurde ein sogenanntenRingversu
h gestartet, an dem si
h mehrere Universitäten beteiligten. Da man annahm, dass dieS
hleifmethode und die Methode zum Prüfen der Dru
kfestigkeit au
h von den Institutionen abhän-gen könnte, wurden das S
hleifen und das Prüfen au
h auf die beteiligten Universitäten verteilt. EinAuss
hnitt aus den Prüfergebnissen enthält die Datei Dru
kfestigkeit.
sv, die folgende Spaltenenthält:
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k Festbetonrohdi
hte H S P1 168.500 2.495 Aa
hen Aa
hen Kassel2 167.100 2.516 Aa
hen Aa
hen Kassel3 158.700 2.485 Aa
hen Aa
hen Kassel4 150.500 2.485 Aa
hen Kassel Kassel... ... ... ... ... ...122 147.700 2.525 Kassel Kassel Kassel123 145.300 2.495 Kassel Kassel Kassel124 144.700 2.525 Kassel Kassel Kassel125 142.100 2.502 Kassel Kassel KasselDabei steht Dru
k für die Dru
kfestigkeit, H für den Herstellungsort, S für den S
hleifort und P fürden Prüfort. Die Datei enthält 125 Untersu
hungen.1.0.8 BeispielEin Fahrzeugpark enthält 6 Fahrzeuge. Jedes Fahrzeug hat die Wahrs
heinli
hkeit 1
5 , dass es aneinem Tag kaputt geht. Pro Tag kann aber nur ein Fahrzeug repariert werden. Wie groÿ ist dieWahrs
heinli
hkeit, dass alle Fahrzeuge kaputt sind? Oder mit wie vielen Tagen im Jahr mussgere
hnet werden, an denen alle Fahrzeuge ni
ht benutzbar sind?In dieser Vorlesung wird nur ein sehr kleiner Teil dieser Fragestellungen behandelt. Diese Vorlesungdient in erster Linie dazu, die sto
hastis
hen Grundlagen zur Behandlung dieser Fragestellungen zulegen.Die Vorlesung gliedert si
h in drei Teile: Bes
hreibende Statistik, Bes
hreibung des Zufalls undS
hlieÿende Statistik. Bei der Bes
hreibenden Statistik werden Daten nur bes
hrieben, wobei manin der S
hlieÿenden Statistik S
hlüsse auf die zugrunde liegenden Zufallsgesetzmäÿigkeiten ziehenmö
hte. Dazu wird ein vertieftes Verständnis von Zufallsgesetzmäÿigkeiten gebrau
ht.Es gibt dabei prinzipiell drei Mögli
hkeiten das erforderli
he Verständnis für Zufallsgesetzmäÿigkei-ten zu erlangen.1. Man führt entspre
hend viele Zufallsexperimente dur
h, um das entspre
hende Verständnisüber das Verhalten des Zufalls zu erhalten. So wurden in vorangegangen Jahrhunderten un-zählige Experimente mit dem Würfel dur
hgeführt. Au
h jeder, der viele Würfelspiele gespielthat, hat eine gute Kenntnis davon, wie si
h der Zufall bei Würfeln auswirkt. Aber nebenden Würfelexperimenten gibt es no
h viel mehr andere Zufallsexperimente von ganz andererNatur. Da müsste jemand sehr, sehr viele Experimente dur
hführen, um ein halbwegs gutesVerständnis zu bekommen. Das ist unmögli
h.2. Man bes
häftigt si
h mit der mathematis
hen Modellierung, in die die jahrhundertlange Er-fahrung mit der Bes
häftigung des Zufalls eingegangen ist. Aber das ist nur ein Zugang, dervor allem für Mathematiker geeignet ist.3. Man simuliert die Zufallsexperimente am Computer und sammelt dadur
h in re
ht kurzer Zeitdie Erfahrungen, die ansonsten nur dur
h langwierige reale Experimente mögli
h sind.



Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 13In der Vorlesung wird vor allem der letzte Weg gegangen, au
h wenn die mathematis
hen Hinter-gründe aufgezeigt werden. Das hat au
h den Vorteil, dass damit neue Entwi
klungen erfasst werdenkönnen, bei denen die heutige Mathematik an ihre Grenzen stöÿt. Bei komplizierten Fragestellungenkommt die Mathematik heute ni
ht mehr ohne Simulationen aus. Das heiÿt no
h lange ni
ht, dassdie Mathematik über�üssig geworden ist. Denn, um Simulationen sinnvoll anwenden zu können,muss dann do
h vorher Mathematik betrieben werden.
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Kapitel 2Erste S
hritte mit R
Simulationen können einfa
h mit der freien Software R, siehe (R 2010), dur
hgeführt werden. Na-türli
h kann au
h jede andere Software, die Zufallszahlen zur Verfügung stellt, benutzt werden. DieSoftware R hat ni
ht nur den Vorteil, dass sie frei ist, sondern dass sie immer verbreiteter wird, sodass immer mehr Routinen im Internet dazu zu �nden sind. Hier wird daher nur diese Softwarebenutzt.2.1 Herunterladen der freien Software RUnter http://
ran.r-proje
t.org/ �nden Sie die neuesten R-Versionen für Windows, Ma
 undLinux. Windows-Nutzer kli
ken na
h der Auswahl des Betriebssystem auf base. Hier �nden Sieau
h Installationsanleitungen.Nun kann R gestartet werden. Dazu ist es sinnvoll R mit einem eigenen Arbeitsverzei
hnis zuverknüpfen, weil ansonsten von R erstellte Dateien im Programm-Ordner abgelegt werden. Unterdem Menü-Punkt Hilfe, �ndet si
h unter anderem eine ausführli
he Einführung in R auf Englis
h.Kennen Sie den Namen der R-Funktion, können Sie eine Hilfe zu der entspre
henden Funktion direktüber die Eingabe ?Name der Funktion aufrufen. Hier �nden Sie au
h die Liste der zu übergebenenArgumente und die Ausgaben, sowie Beispiele für die Anwendung der Funktion.2.2 Gra�s
he Darstellungen mit REindimensionale Gra�ken können einfa
h mit der Funktion plot erzeugt werden. Dies wird hieranhand der Gauÿs
hen Normalverteilung, die si
herli
h jedem no
h von dem 10 DM-S
hein bekanntist, demonstriert. Mö
hte man zum Beispiel die Di
hte der sogenannten Standardnormalverteilungim Intervall [−4, 4] darstellen, so erzeugt man zuerst einen Vektor, der x genannt werden kann,der in aufsteigender Reihenfolge Werte aus dem Intervall [−4, 4] enthält und damit das Intervall
[−4, 4] rastert. Je feiner die Rasterung, desto glatter wird die Funktion. Ans
hlieÿend wendet mandie Funktion, die die Di
hte der Standardnormalverteilung liefert, auf x an:> x<-seq(-4,4,0.1)
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/20122.2 Gra�s
he Darstellungen mit R> plot(x,dnorm(x,mean=0,sd=1),type="l",ylab="f(x)",+ main="Di
hte der Standardnormalverteilung f(x)")Statt dnorm(x,mean=0,sd=1) kann au
h dnorm(x) ges
hrieben werden, da mean=0 und sd=1 dieVoreinstellungen sind. Läÿt man type=�l� weg, so werden nur Punkte an den Komponenten von xgezei
hnet. Das Argument ylab=�f(x)� ergibt eine Bes
hriftung für die y-A
hse und mit main wirddie Übers
hrift bestimmt.Will man mehrere Di
hten von Normalverteilungen in einer Gra�k darstellen, können die weiterenDi
hten mit lines hinzugefügt werden:> x<-seq(-4,4,0.1)> plot(x,dnorm(x,mean=0,sd=1),type="l",ylab="f(x)",+ main="Di
hten der Normalverteilung f(x)")> lines(x,dnorm(x,mean=0,sd=2),lty=2)> legend(-3.5,0.35,legend=
("sd=1","sd=2"),lty=
(1,2))
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0.
0
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0.
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0.
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DIchten der Normalverteilung f(x)

x

f(
x)

sd=1
sd=2

Abbildung 2.2.1: Zwei Di
hten der NormalverteilungDabei wird mit dem Argument lty der Linientyp bestimmt, z.B. lty=1 für eine dur
hgezogenenLinie, lty=2 für eine gestri
helte Linie. Eine Legende kann mit der R-Funktion legend hinzugefügtwerden. Grundsätzli
h können, wie s
hon oben erwähnt, die Argumente und die Ausgaben einerR-Funktion mit dem Befehl ?Funktionsname abgefragt werden. Mit> ?legendwerden zum Beispiel die Argumente der R-Funktion legend angezeigt.
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 19Die Di
hte der eindimensionalen Normalverteilung mit Parameter mean= µ und sd= σ ist eineFunktion von R na
h R und ist gegeben dur
h
f(x) =

1√
2πσ

exp

{
−(x − µ)2

2σ2

}
.2.2.1 ÜbungsaufgabeStellen Sie die die folgenden Di
hten der Normalverteilung jeweils in einer Gra�k dar. Wählen Siedabei geeignete Berei
he für die x-A
hse:1. Die Di
hte der Normalverteilung mit µ=mean=1, σ=sd=1 und die Di
hte der Normalver-teilung mit µ=mean=0, σ=sd=1 in einer Gra�k.2. Die Di
hte der Normalverteilung mit µ=mean=1, σ=sd=1 und die Di
hte der Normalver-teilung mit µ=mean=2, σ=sd=1 in einer Gra�k.3. Die Di
hte der Normalverteilung mit µ=mean=1, σ=sd=1 und die Di
hte der Normalver-teilung mit µ=mean=1, σ=sd=2 in einer Gra�k.Wel
he S
hlüsse ziehen Sie daraus?
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Kapitel 3Merkmale und Datentypen
3.1 Merkmale3.1.1 De�nition (Merkmal, Merkmalsausprägung, Werteberei
h)Eine statistis
he Gesamtheit (Kollektiv, Population) ist die Menge der Einzelobjekte, diein bestimmten, vom Untersu
hungsziel vorgegebenen Identi�kationskriterien übereinstimmen. Eineuntersu
hungsrelevante Eigens
haft der Einzelobjekte heiÿt (statistis
hes)Merkmal. Die Werte, dieein Merkmal haben kann, heiÿenMerkmalsausprägungen. Die Menge der Merkmalsausprägungenheiÿt Werteberei
h.3.1.2 Tabelle (Merkmale und Ausprägungen)Merkmal mögli
he AusprängungenProduktionsort Kassel, Aa
hen, Karlsruhe, LeipzigAlter t ≥ 0, t ∈ RAlter 0-10, 11-20, 21-30, . . . , 71-80, 81+Alter Kind, Jugendli
her, Erwa
hsenerFarbe violett, grünFarbe λ, 0.39 < λ < 0.69 (µm, Wellenlänge)Unfallhäu�gkeit n ∈ N0
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/20123.2 Datentypen3.2 Datentypen3.2.1 De�nition (Skalentypen, s. Bortz (1999))Nominalskala: Eine Nominalskala ordnet den Objekten eines empiris
hen relationalen SystemsZahlen zu, die so geartet sind, dass Objekte mit glei
her Merkmalsausprägung glei
he Zahlenund Objekte mit vers
hiedener Merkmalsausprägung vers
hiedene Zahlen erhalten.Ordinalskala: Eine Ordnialskala ordnet den Objekten eines empiris
hen relationalen Systems Zah-len zu, die so geartet sind, dass von jeweils zwei Objekten das Objekt mit der gröÿeren Merk-malsausprägung die gröÿere Zahl erhält.Intervallskala: Eine Intervallskala ordnet den Objekten eines empiris
hen relationalen SystemsZahlen zu, die so geartet sind, dass die Rangordnung der Zahlendi�erenzen zwis
hen je zweiObjekten der Rangordnung der Merkmalsunters
hiede zwis
hen je zwei Objekten entspri
ht.Verhältnisskala: Eine Verhältnisskala ordnet den Objekten eines empiris
hen relationalen SystemsZahlen zu, die so geartet sind, dass das Verhältnis zwis
hen je zwei Zahlen dem Verhältnis derMerkmalsausprägungen der jeweiligen Objekte entspri
ht.3.2.2 Tabelle (Beispiele für Skalentypen)Skalentyp mögli
he Aussagen BeispieleNominalskala Glei
hheit Telefonnummern, Ges
hle
htVers
hiedenheit Krankheitsklassi�kationOrdinalskala gröÿer-kleiner Relationen Ränge, S
hulnotenWindstärken, JahreszeitenIntervallskala Glei
hheit von Di�erenzen Temperatur (in ◦ Celsius)IntelligenzquotientVerhältnisskala Glei
hheit von Verhältnissen Längen- und Gewi
htsmessung3.2.3 Bezei
hnungMerkmale, die mit Nominal- bzw. Ordinalskala gemessen werden, heiÿen qualitativ, sol
he, dieintervall- oder verhältnisskaliert sind, quantitativ oder metris
h.Im folgenden werden die quantitativen Merkmalstypen diskret und stetig unters
hieden.Merkmalstyp Anzahl der Ausprägungen Beispielediskret endli
h oder abzählbar unend-li
h viele Anzahl ri
htiger Antworten in einemTest, Anzahl erkrankter Personen in ei-ner Populationstetig überabzählbar viele Reaktionszeit, Gröÿe, Gewi
ht
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haften, WS 2011/2012 233.2.4 Bemerkung (Merkmalstypen) Merkmalstypqualitativnominal ordinal quantitativdiskret stetigAuÿerdem wird zwis
hen univariaten, bivariaten und multivariaten Daten unters
hieden. Beiunivariaten Daten wird nur ein Merkmal beoba
htet, bei bivariaten Daten werden zwei Merkmalebeoba
htet und bei multivariaten Merkmale werden mehr als zwei Merkmale erfasst. Bivariate undmultivariate Daten werden in Form einer Tabelle dargestellt.3.2.5 ÜbungsaufgabeFür die statistis
he Auswertung von Datensätzen ist es wi
htig zunä
hst einmal Merkmalsträger,die Merkmale und den Datentyp der Merkmale zu bestimmen, da die anzuwendende statistis
heMethode abhängig vom Datentyp ist. Geben Sie daher bei den einzelnen Datensätzen aus Kapitel1 die Merkmalsträger, die Merkmale und den Datentyp der Merkmale an.
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Kapitel 4Tabellaris
he und gra�s
heDarstellungen von univariaten Daten
4.0.6 Bezei
hnungMerkmale werden mit groÿen lateinis
hen Bu
hstaben (z.B. X,Y,Z) bezei
hnet, die zugehörigenAusprägungen mit dem entspre
henden kleinen lateinis
hen Bu
hstaben (z.B. x, y, z).4.1 Qualitative DatenVoraussetzungen und Bezei
hnungen.
MN = {e1, . . . , eN} Population bestehend aus Objekten e1, . . . , eN ,
X nominales bzw. ordinales Merkmal,
x(j), j ∈ J Merkmalsausprägungen von X,
WX = {x(j) | j ∈ J}

= {x(1), . . . , x(J)} Werteberei
h von X mit den Merkmalsausprägungen x(j), j ∈ J ,
DN = {xn |n = 1, . . . , N} Datensatz (Urliste) aus der Messung von X in der Population MN ,

= {x1, . . . , xN} d.h. xn = X(en), n = 1, . . . , N .Zusätzli
he Voraussetzung bei Ordinalskala: x(1) < x(2) < · · · < x(J). J bezei
hnet die Anzahl derAusprägungen von X.Die (deskriptive) Auswertung eines Datensatzes x1, . . . , xN erfolgt in den S
hritten:
• Auszählung der Ausprägungen −→ absolute Häu�gkeit von Ausprägung x(j): Nj = N(x(j)),

j ∈ J . D.h. Nj ist die Anzahl der Daten xn mit xn = x(j). Dies läÿt si
h dur
h eine Stri
hlistelei
ht umsetzen.
• Bildung der relativen Häu�gkeit von Ausprägung x(j), j ∈ J : fj =

Nj

N
, wobei N =

∑

j∈J

Nj
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/20124.1 Qualitative Datender Sti
hprobenumfang (Anzahl Beoba
htungen) ist. f1, . . . , fJ heiÿt Häu�gkeitsverteilung(HV) von X.Darstellung einer Häu�gkeitsverteilung in einer TabelleAusprägung x(j) absolute Häu�gkeit nj relative Häu�gkeit fj = Nj/N

x(1) N1 f1 = N1/N... ... ...
x(J) NJ fJ = NJ/N

∑

j∈J

Nj = N
∑

j∈J

fj = 14.1.1 Beispiel (Festigkeit von Beton)Liegt die Datei Dru
kfestigkeit.
sv im Arbeitsordner von R, so können die Daten aus dieserDatei mit folgendem Befehl in R eingelesen werden:> beton<-read.
sv("Dru
kfestigkeit.
sv",header=T,de
=",",sep=";")Mit der R-Funktion table können die absoluten Häu�gkeiten der Herstellungsorte ermittelt werden:> table(beton$H)Aa
hen Darmstadt Dresden Karlsruhe Kassel Leipzig12 12 12 11 66 12Die relativen Häu�gkeiten erhält man, in dem dur
h die Länge des Vektors beton$H (die Länge derSpalte H) geteilt wird:> table(beton$H)/length(beton$H)Aa
hen Darmstadt Dresden Karlsruhe Kassel Leipzig0.096 0.096 0.096 0.088 0.528 0.096Zur besseren Verans
hauli
hung des Datensatzes werden graphis
he Methoden verwendet. Im fol-genden werden zwei Methoden am obigen Beispiel vorgeführt.Balkendiagramm: Beim Balkendiagramm ist die Höhe der einzelnen Balken dur
h die absolutenbzw. relativen Häu�gkeiten der Merkmalsausprägungen gegeben.Kreis- oder Tortendiagramm: Beim Kreis- oder Tortendiagramm sind die Flä
hen bzw. dieWinkel der Tortenstü
ke proportional zu den Häu�gkeiten der Merkmalsausprägungen.4.1.2 Beispiel (Fortsetzung: Dru
kfestigkeit von Beton)Die Balkendiagramme in Abbildung 4.1.1 wurden mit folgenden Befehlen erzeugt:
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Aachen Darmstadt Dresden Karlsruhe Kassel Leipzig

Herstellungsort

0
2

0
5

0

Aachen Darmstadt Dresden Karlsruhe Kassel Leipzig

Schleifort

0
2

0
5

0

Aachen Darmstadt Dresden Karlsruhe Kassel Leipzig

Prüfort

0
2

0
5

0

Abbildung 4.1.1: Balkendiagramme für die Herstellungs-, S
heif- und Prüforte
Aachen

Darmstadt

Dresden
Karlsruhe

Kassel

Leipzig

Herstellungsort

Abbildung 4.1.2: Kreisdigramm für die Herstellungsorte
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haften, WS 2011/20124.1 Qualitative Daten> par(mfrow=
(3,1))> barplot(table(beton$H),main="Herstellungsort")> barplot(table(beton$S),main="S
hleifort")> barplot(table(beton$P),main="Prüfort")Das Kreisdiagramm in Abbildung 4.1.2 wurde mit folgenden Befehlen erzeugt:> par(mfrow=
(1,1))> pie(table(beton$H),main="Herstellungsort")4.1.3 ÜbungsaufgabeErstellen Sie die Häu�gkeitstabelle und die Kreisdiagramme für die S
hleiforte aus dem DatensatzDru
kfestigkeit.
sv. Was lässt si
h ablesen?
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haften, WS 2011/2012 294.2 Quantatitiv diskrete DatenVoraussetzungen und Bezei
hnungen.
MN = {e1, . . . , eN} Population bestehend aus Objekten e1, . . . , eN ,
X quantitatives diskretes Merkmal,
x, x ∈ WX Merkmalsausprägungen von X,
WX = {x(j) | j ∈ J}

= {x(1), . . . , x(J)} Werteberei
h von X,
DN = {xn |n = 1, . . . , N} Datensatz (Urliste) aus der Messung von X in der Population MN ,

= {x1, . . . , xN} d.h. xn = X(en), n = 1, . . . , N .In Analogie zu qualitativen Merkmalen wird die Häu�gkeitsverteilung f1, . . . , fJ gebildet. Zudembere
hnet man die relativen Summenhäu�gkeiten s1, . . . , sJ , aus denen die empiris
he Ver-teilungsfunktion gebildet wird. Die relative Summenhäu�gkeit sj ist als
sj =

j∑

k=1

fk =
Anzahl der xn mit xn ≤ x(j)

nde�niert.Darstellung der Tabelle mit Häu�gkeiten und Summenhäu�gkeitenAusprägung absolute relative relative
x(j) Häu�gkeit Nj Häu�gkeit fj Summenhäu�gkeit sj

x(1) N1 f1 = N1
N s1 = f1

x(2) N2 f2 = N2
N s2 = f1 + f2

x(3) N3 f3 = N3
N s3 = f1 + f2 + f3... ... ... ...

x(J − 1) NJ−1 fJ−1 =
NJ−1

N sJ−1 =
∑J−1

k=1 fk

x(J) NJ fJ = NJ
N sJ =

∑J
k=1 fk = 1

∑

j∈J

Nj = N
∑

j∈J

fj = 14.2.1 Beispiel (Anzahl von Unfällen an einer Kreuzung)Die Datei Unfall.txt enthält die Unfallanzahlen an einer Kreuzung pro Jahr für 20 Jahre. DieseAnzahlen sind:2 2 6 1 1 1 2 1 0 1 2 0 7 3 1 0 3 2 0 1Die absoluten, die relativen Häu�gkeiten und die Summenhäu�gkeiten werden in R wie folgt ermit-telt:
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/20124.2 Quantatitiv diskrete Daten> unfall<-s
an("Unfall.txt")Read 20 items> table(unfall)unfall0 1 2 3 6 74 7 5 2 1 1> table(unfall)/length(unfall)unfall0 1 2 3 6 70.20 0.35 0.25 0.10 0.05 0.05> 
umsum(table(unfall))/length(unfall)0 1 2 3 6 70.20 0.55 0.80 0.90 0.95 1.00Geeignete gra�s
he Darstellungen sind das Stabdiagramm und die empiris
he Verteilungsfunktion.Stabdiagramm: Die Höhe der Stäbe ist dur
h die absoluten oder relativen Häu�gkeiten gege-ben, wobei die Stäbe genau auf den Punkten der reellen A
hse aufgetragen werden, wo si
h dieMerkmalsausprägungen be�nden.Empiris
he Verteilungsfunktion: Bei der empiris
hen Verteilungsfunktion werden die Summen-häu�gkeiten genau oberhalb der Punkte der reellen A
hse als Punkte aufgetragen werden, wo si
hdie Merkmalsausprägungen be�nden. Damit eine Funktion entsteht, werden diese Punkte in hori-zontaler Ri
htung so lange fortgesetzt, bis die nä
hste Merkmalsausprägung kommt. Mathematis
hist die Verteilungsfunktion wie folgt de�niert:4.2.2 De�nitionSei X ein quantitatives diskretes Merkmal mit Merkmalsausprägungen x(1) < x(2) < · · · < x(J)und zugehörigen relativen Häu�gkeiten f1, f2, . . . , fJ . Dann heiÿt die Funktion FN : R → [0, 1]de�niert dur
h
FN (x) =





0, für x < x(1),

sj =

j∑

k=1

fk, für x(j) ≤ x < x(j + 1), j = 1, . . . , J − 1

1, für x ≥ x(J)

empiris
he Verteilungsfunktion des Merkmals X.Die empiris
he Verteilungsfunktion ist eine sogenannte Treppenfunktion. Die Sprunghöhe an derStelle x(j) ist die relative Häu�gkeit fj. Der Graph einer empiris
hen Verteilungsfunktion sieht etwa
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x(1) x(2) x(3) x(4)

s1 = f1

s2 = f1 + f2

s3 = f1 + f2 + f3

s4 = f1 + f2 + f3 + f4
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Der Punkt • markiert den Funktionswert der empiris
hen Verteilungsfunktion an der Stelle x(j)und ist dur
h die Summenhäu�gkeit gegeben.
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Abbildung 4.2.1: Stabdiagramm und empiris
he Verteilungsfunktion für die Unfallanzahlen4.2.3 Beispiel (Fortsetzung von Beipiel 4.2.1)Das Stabdiagramm und die empiris
he Verteilungsfunktion in Abbildung 4.2.1 wurden mit folgendenBefehlen erzeugt:> par(mfrow=
(2,1))
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haften, WS 2011/20124.3 Quantitative stetige Daten> plot(table(unfall)/length(unfall),type="h",xlab="Anzahl der Unfaelle pro Jahr",ylab="Rel. Häufigkeit",xlim=
(0,8),main="Stabdiagramm")> abline(0,0)> plot(e
df(unfall),xlab="Anzahl der Unfaelle pro Jahr",ylab="Rel. Summenhäufigkeit",xlim=
(0,8),main="Verteilungsfunktion")4.3 Quantitative stetige DatenVoraussetzungen und Bezei
hnungen.
MN = {e1, . . . , eN} Population bestehend aus Objekten e1, . . . , eN ,
X quantitatives stetiges Merkmal
x, x ∈ WX Merkmalsausprägungen von X,
WX =

J⋃
j=1

Kj Klassierter (kategorisierter) Werteberei
h,
Kj = (vj−1, vj ] Merkmalsklasse mit Klassengrenzen v0 < v1 < · · · < vJ ,
DN = {xn |n = 1, . . . , N} Datensatz (Urliste) aus der Messung von X in der Population MN ,

= {x1, . . . , xN} d.h. xn = X(en), n = 1, . . . , N .Quantitative stetige Daten zei
hnen si
h insbesondere dadur
h aus, dass glei
he Merkmalsausprä-gungen nur sehr selten auftreten. Somit ist eine reine Häu�gkeitstabelle ni
ht sinnvoll und ni
htübersi
htli
h. Um eine übersi
htli
here Darstellung zu erhalten, geht man in diesen Fällen oft zurKategorisierung oder Klassierung der Meÿwerte über. Der Werteberei
h WX wird in J Klas-sen K1, . . . ,KJ eingeteilt, wobei Kj = (vj−1, vj ] ein Intervall mit den Klassengrenzen vj−1 und vjist. Die Beoba
htungen werden nun den Klassen zugeordnet. Für die Klassen erhält man dadur
heine Häu�gkeitsverteilung: absolute Häu- relative relativeKlasse Kj �gkeit N(Kj) Häu�gkeit f(Kj) Summenhäu�gkeit s(Kj)

K1 = (v0, v1] N(K1) f(K1) = N(K1)
N s(K1) = f(K1)

K2 = (v1, v2] N(K2) f(K2) = N(K2)
N s(K2) = f(K1) + f(K2)... ... ... ...

KJ−1 = (vJ−2, vJ−1] N(KJ−1) f(KJ−1) =
N(KJ−1)

N s(KJ−1) =
∑J−1

k=1 f(Kk)

KJ = (vJ−1, vJ ] N(KJ ) f(KJ) = N(KJ )
N s(KJ ) =

∑J
k=1 f(Kk) = 1

J∑

j=1

N(Kj) = N

J∑

j=1

f(Kj) = 1Die absoluten Häu�gkeiten N(Kj), relativen Häu�gkeiten f(Kj) und relativen Summenhäu�gkeiten
s(Kj) bere
hnen si
h daher gemäÿ

N(Kj) = Anzahl der xn mit xn ∈ Kj , f(Kj) =
N(Kj)

N
, s(Kj) =

j∑

k=1

f(Kk).
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f(K1), . . . , f(KJ) heiÿt Häu�gkeitsverteilung des Merkmals X zur Klasseneinteilung K1, . . . ,KJoder klassierte Häu�gkeitsverteilung. Die Punkte bj = vj − vj−1 heiÿen Klassenbreiten,
j = 1, . . . , J .Die graphis
he Darstellung dieser Häu�gkeitsverteilung erfolgt über ein sogenanntes Histogramm.Dies ist ein Flä
hendiagramm, in dem Re
hte
ke das Häu�gkeitsverhältnis der einzelnen Klassenwiedergeben. Es gilt der Grundsatz:Die Flä
he des Re
hte
ks über dem Intervall Kj ist propor-tional zur relativen Häu�gkeit f(Kj), d.h.

f(Kj) = bj · hj = (vj − vj−1)hj , j = 1, . . . , J,wobei hj die Höhe des Re
hte
ks bezei
hne. hj bere
hnetsi
h daher gemäÿ:
hj =

f(Kj)

bj
, j = 1, . . . , J.

Neben dem Histogramm kann au
h die empiris
he Verteilungsfunktion, so wie sie in Abs
hnitt4.2 eingeführt wurde, benutzt werden.4.3.1 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 1.0.7)Die Dru
kfestigkeit in Beispiel 1.0.7 ist ein quantitative stetiges Merkmal. Um die absoluten undrelativen Häu�gkeiten dafür zu bekommen, wenn der Beton in Kassel hergestellt wurde, gibt manfolgendes ein:> hist(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄,plot=F)$breaks[1℄ 110 120 130 140 150 160 170 180$
ounts[1℄ 4 2 9 19 23 5 4$intensities[1℄ 0.006060605 0.003030303 0.013636364 0.028787879 0.034848485 0.007575758[7℄ 0.006060606$density[1℄ 0.006060605 0.003030303 0.013636364 0.028787879 0.034848485 0.007575758[7℄ 0.006060606$mids[1℄ 115 125 135 145 155 165 175$xname[1℄ "beton[beton$H == \"Kassel\", \"Dru
k\"℄"$equidist[1℄ TRUEattr(,"
lass")[1℄ "histogram"
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Abbildung 4.3.1: Histogramme der Dru
kfestigkeitswerte bei Herstellung in Kassel und Aa
henDabei gibt 
ounts die relativen Häu�gkeiten an und intensities sowie densities geben dierelativen Häu�gkeiten an. breaks gibt die benutzten Klassengrenzen an. Diese kann jeder beimAufruf von hist au
h selber festlegen, in dem man z.B. breaks=
(110,140,150,180) oder breaks=3angibt, wenn man nur drei Klassen haben mö
hte. Im zweiten Fall wählt R geeignete Klassengrenzen,während man im ersten Fall die Klassengrenzen au
h festlegt. Die Histogramme in Abbildung 4.3.1wurden mit folgenden Befehlen erzeugt:> par(mfrow=
(2,1))> hist(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄,xlab="Dru
kfestigkeit",ylab="Abs.Haeufigkeit",main="Kassel",xlim=
(110,180),ylim=
(0,25))> hist(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄,xlab="Dru
kfestigkeit",ylab="Abs.Haeufigkeit",main="Aa
hen",xlim=
(110,180),ylim=
(0,25))Die empiris
hen Verteilungsfunktionen in Abbildung 4.3.2 erhält man wie folgt:> par(mfrow=
(2,1))> par(
ex=0.7,
ex.lab=1.5)> plot(e
df(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄),xlim=
(110,180),xlab="Dru
kfestigkeit",main="Kassel",p
h=16)
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Abbildung 4.3.2: Empiris
he Verteilungsfunktionen der Dru
kfestigkeitswerte bei Herstellung inKassel und Aa
hen> plot(e
df(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄),xlim=
(110,180),xlab="Dru
kfestigkeit",main="Aa
hen",p
h=16)Mit 
ex und 
ex.lab werden die Gröÿe der Symbole und der Bes
hriftungen beein�usst. Das Ar-gument p
h=16 bewirkt, dass statt Kreisen ausgefüllte Punkte gezei
hnet werden.4.3.2 ÜbungsaufgabeDie Dur
hmesser der Kugellager aus den beiden Produktionslinien von Beispiel 1.0.1 sollen ver-gli
hen werden. Stellen Sie dazu die Daten im Datensatz STEEL.DAT mittels Histogrammen undVerteilungsfunktionen gegenüber. Geben Sie au
h die Tabelle mit den absoluten und relativen Häu-�gkeiten sowie den Summenhäu�gkeiten an. Lesen Sie den Datensatz STEEL.DAT mit folgenden
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haften, WS 2011/20124.3 Quantitative stetige DatenBefehlen ein:> steel<-s
an("STEEL.DAT")Read 20 items> steel1<-steel[1:10℄> steel2<-steel[11:20℄Wel
he Unters
hiede gibt es?
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Kapitel 5Statistis
he Kennzahlen für die Lage
In den vorherigen Abs
hnitten wurden Methoden zur Darstellung von Daten verwendet, die nurein geringes Maÿ an Reduktion vornahmen (z.B. Häu�gkeitsverteilung, Histogramm, empiris
heVerteilungsfunktion, Bildung von Klassen, empiris
he Verteilungsfunktion et
.). Oft ist man aberdaran interessiert, Datensätze mit wenigen Kenngröÿen zu bes
hreiben (etwa um zwei Datensätzemiteinander zu verglei
hen).Lageparameter dienen zur Bes
hreibung des �Zentrums/S
hwerpunktes� eines Datensatzes. Sie ge-ben Anhaltspunkte für die Lage eines untersu
hten Merkmals (→ �Dur
hs
hnittswert�). Im folgendenwerden für die unters
hiedli
hen Merkmalstypen diverse Lageparameter vorgestellt.5.1 Nominale DatenWie in den vorhergehenden Abs
hnitten werden folgende Bezei
hnungen verwendet: x(j), j =
1, . . . , J : Merkmalsausprägungen von X; WX : Werteberei
h von X; x1, . . . , xN : Datensatz aus einerMessung von X.5.1.1 De�nition (Modus, Modalwert)Der Modus xmod des Datensatzes x1, . . . , xN ist de�niert dur
h diejenige Ausprägung x(j∗) ∈ WXmit

N(x(j∗)) = max{N(x(1)), . . . , N(x(J))}, xmod = x(j∗).

xmod bezei
hnet also die Ausprägung des Merkmals X, die im Datensatz x1, . . . , xN die gröÿte abso-lute (bzw. relative) Häu�gkeit besitzt. Wird der Modus für einen speziellen Datensatz ausgewertet,so heiÿt der resultierende Wert Modalwert des Datensatzes.5.1.2 Beispiel (Dru
kfestigkeit von Beton)Aus Beispiel 4.1.1 ist ersi
htli
h, dass Kassel als Herstellungsort am häu�gsten vorkommt. Also ist
xmod =Kassel bzw. Kassel ist der Modalwert.
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haften, WS 2011/20125.2 Ordinale Daten5.2 Ordinale DatenWie im Fall eines nominalen Merkmals kann der Modus zur Bes
hreibung der Lage verwendetwerden. Ein weiterer sinnvoller Lageparameter ist der Median. Dazu wird der Rangwert einerBeoba
htung im vorliegenden Datensatz benötigt.5.2.1 De�nition (Rangwert, Rang, Maximum, Minimum)Seien x1, . . . , xN Beoba
htungen eines ordinalen Merkmals. Im (aufsteigend) geordneten Datensatz
x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(N)bezei
hnet x(n), n = 1, . . . , N , den n-ten Rangwert. Der 1-te Rangwert x(1) heiÿt au
hMinimum,der N -te Rangwert x(N) heiÿt au
h Maximum des Datensatzes x1, . . . , xN .Mit dem Rang R(xn) der Beoba
htung xn wird die Position der n-ten Beoba
htung xn in dergeordneten Folge x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(N) bezei
hnet. Tritt ein Wert xn s-mal im Datensatz auf,d.h.,
x(r−1) < x(r) = · · · = x(r+s−1)︸ ︷︷ ︸alle s Werte sind glei
h xn

< x(r+s),so wird der Rang von xn de�niert als 1
s

r+s−1∑

l=r

l.5.2.2 BemerkungDie Bildung einer Anordnung der Beoba
htungen setzt zwingend ein ordinal skaliertes Merkmalvoraus. Für rein nominale Datensätze ma
hen Rangwerte und Ränge daher keinen Sinn.5.2.3 Beispiel (Elastizität von Kunststo�)Die Elastizität eines Kunststo�es wurde in 0,1,2,3,4 klassi�ziert, wobei 4 für die hö
hste Elastizitätsteht. Bei 10 Kunststo�teilen wurden folgende Elastizitätswerte ermittelt:2 3 3 1 3 2 0 1 4 1Diese werde wie folgt in R eingegeben:> plastik<-
(2,3,3,1,3,2,0,1,4,1)Die sortierten Daten und die Ränge (des unsortierten Datensatzes) erhält man dann wie folgt:> sort(plastik)[1℄ 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4> rank(plastik)[1℄ 5.5 8.0 8.0 3.0 8.0 5.5 1.0 3.0 10.0 3.0Mittels der Rangwerte wird nun der Median de�niert.
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haften, WS 2011/2012 395.2.4 De�nition (Median für ordinale Merkmale)Sei x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(N) der geordnete Datensatz. Dann wird der Median x̃0.5 de�niert dur
h
x̃0.5 =

{
x(k), k = N+1

2 , N ungerade,
{x(k), x(k+1)}, k = N

2 , N gerade.Eine alternative De�nition des Medians ist die folgende: x̃0.5 ist ein Wert, für den gilt:a) Die Anzahl der xn mit xn ≤ x̃0.5 ist ≥ N
2 bzw. mindestens 50% der xn erfüllen xn ≤ x̃0.5.b) Die Anzahl der xn mit xn ≥ x̃0.5 ist ≥ N
2 bzw. mindestens 50% der xn erfüllen xn ≥ x̃0.5.5.2.5 Bemerkung

• Zur Bere
hnung des Medians wird der geordnete Datensatz verwendet. Es wird ledigli
h dieReihenfolge der Beoba
htungen verna
hlässigt.
• Ist der Sti
hprobenumfang N ungerade, so ergibt si
h die in der Mitte des geordneten Daten-satzes liegende Beoba
htung als Median. Ist N gerade, so existiert ein in der Mitte liegenderWert ni
ht. In diesem Fall ist der Median eine Menge aus i.a. zwei Werten!Eine Verallgemeinerung des Medians sind die p-Quantile. Der Datensatz x1, . . . , xN wird in zweiAnteile aufgeteilt, wobei der erste Teil 
a. 100p% der gesamten Beoba
htungen umfaÿt und derzweite Teil die restli
hen 100(1 − p)% der Beoba
htungen enthält (p ∈ (0, 1)):

x(1) ≤ · · · ≤ x(k)︸ ︷︷ ︸
≈100p%

≤ x(k+1) ≤ · · · ≤ x(N)︸ ︷︷ ︸
≈100(1−p)%

.5.2.6 De�nition (p-Quantil für ordinale Merkmale)Für p ∈ (0, 1) wird das p-Quantil x̃p des Datensatzes x1, . . . , xN de�niert dur
h
x̃p =

{
x(k), Np < k < Np + 1, Np 6∈ N,

{x(k), x(k+1)}, k = Np ∈ N.5.2.7 Bemerkung
• Für p = 0.5 ergibt si
h der Median, d.h., das 0.5-Quantil entspri
ht dem Median.
• Ist Np ∈ N, so ist das p-Quantil i.a. eine aus zwei Werten bestehende Menge (vgl. Median:

N · 1
2 ∈ N ist glei
hbedeutend damit, dass N gerade ist!).

• Für gewisse Werte von p werden für das zugehörige p-Quantil eigene Bezei
hnungen verwendet:
p Bezei
hnung0.5 Median0.25 unteres Quartil0.75 oberes Quartil
k
10 k-tes Dezentil (k = 1, . . . , 9)
k

100 k-tes Perzentil (k = 1, . . . , 99)
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• Das p-Quantil x̃p ist ein Wert im geordneten Datensatz x(1) ≤ · · · ≤ x(N), so dass mindestens

100p% der beoba
hteten Werte ni
ht gröÿer sind und mindestens 100(1− p)% der beoba
hte-ten Werte ni
ht kleiner sind. Für p = 0.05 gibt das 0.05-Quantil also einen Beoba
htungswertan, für den mindestens 5% der Beoba
htungen ni
ht gröÿer und mindestens 95% der Beob-a
htungen ni
ht kleiner sind.5.2.8 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 5.2.3)Den Median, das Minimum, das 0.25-Quantil, das 0.75-Quantil, das Maximum und das 0.1-Quantilder Elastizitätsklassen aus Beispiel 5.2.3 erhält man mit folgenden Befehlen:> median(plastik)[1℄ 2> quantile(plastik,type=1)0% 25% 50% 75% 100%0 1 2 3 4> quantile(plastik,0.10,type=1)10%05.3 Quantitative DatenIn Analogie zu qualitativen Daten können die vorgestellten Lageparameter au
h zur Bes
hreibungdes Datensatzes x1, . . . , xN bei vorliegendem quantitativem Merkmal verwendet werden. Der Modusist wie bei qualitativen Merkmalen de�niert als die Ausprägung mit der gröÿten absoluten/relativenHäu�gkeit. Es ist zu bea
hten, dass der Modus bei stetigen quantitativen Merkmalen meist keinenSinn ergibt, da i.a. jeder Beoba
htungswert nur einmal auftreten wird. Bei diskreten Merkmalen ister aber ein adequates Bes
hreibungselement. Der Median bzw. die p-Quantile werden abwei
hendde�niert, da mit den Ausprägungen quantitativer Merkmale �gere
hnet� werden kann.5.3.1 De�nition (Median, p-Quantil für quantitative Merkmale)Für p ∈ (0, 1) wird das p-Quantil x̃p des Datensatzes x1, . . . , xN de�niert dur
h
x̃p =

{
x(k), Np < k < Np + 1, Np 6∈ N,
1
2 (x(k) + x(k+1)), k = Np ∈ N.Das 0.5-Quantil wird au
h als Median bezei
hnet.5.3.2 Bemerkung (Bere
hnung der p-Quantile mittels empiris
her Verteilungsfunktion)Sei p ∈ (0, 1). Bei diskretem Merkmal X mit Ausprägungen x(1) < · · · < x(J) läÿt si
h das

p-Quantil x̃p eines Datensatzes x1, . . . , xN au
h aus der empiris
hen Verteilungsfunktion FN be-re
hnen. Für die als p-Quantil in Frage kommende Ausprägung x(j) muss nämli
h entweder
(FN (x(j − 1)) < p und FN (x(j)) > p) oder FN (x(j)) = perfüllt sein. Im ersten Fall gilt x̃p = x(j). Im zweiten Fall gilt x̃p = 1

2(x(j) + x(j + l)), falls
FN (x(j + k)) = p für k = 1, . . . , l − 1 und FN (x(j + l)) > p erfüllt sind. In den meisten Fäl-
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haften, WS 2011/2012 41len wird im zweiten Fall l = 1, d.h. FN (x(j +1)) > p, gelten. Die graphis
he Darstellung der beidenSituationen ist in den folgenden Abbildungen illustriert.
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.exp = 1
2
(x(2) + x(3))Bei quantitativen Daten x1, . . . , xN wird oft das arithmetis
he Mittel x als Lageparameter verwen-det. Umgangsspra
hli
h wird es mit �Mittelwert, Dur
hs
hnittswert� o.ä. bezei
hnet.5.3.3 De�nition (arithmetis
hes Mittel)Seien x1, . . . , xN Beoba
htungen eines quantitativen Merkmals X. Dann heiÿt

xN =
1

N

N∑

n=1

xnarithmetis
hes Mittel von x1, . . . , xN . Sind Miÿverständnisse ausges
hlossen, so wird der Index
n weggelassen, und man s
hreibt einfa
h x.Ist der Datensatz dur
h eine Häu�gkeitsverteilung f1, . . . , fJ bes
hrieben, d.h. fj ist die relativeHäu�gkeit von Ausprägung x(j), so wird x de�niert dur
h:

x =

J∑

j=1

fj · x(j).In diesem Fall heiÿt x au
h gewogenes arithmetis
hes Mittel.5.3.4 BemerkungDas arithmetis
he Mittel kann dur
h Ausreiÿer sehr verfäls
ht werden. Dies ist ni
ht der Fall beimMedian. Unters
heiden si
h Mittelwert und Median stark, so muss man davon ausgehen, dass Aus-reiÿer vorhanden sind.5.3.5 Beispiel (Festigkeit von Beton, Fortsetzung von Beispiel 1.0.7)Die Mediane und die arithmetis
hen Mittel der Dru
kfestigkeiten bei Herstellung in Kassel undAa
hen erhält man wie folgt:> median(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄)
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haften, WS 2011/20125.3 Quantitative Daten[1℄ 149.415> median(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄)[1℄ 165.45> mean(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄)[1℄ 147.8405> mean(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄)[1℄ 162.0917> quantile(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄)0% 25% 50% 75% 100%110.2300 141.6500 149.4150 156.4075 176.8000> quantile(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄)0% 25% 50% 75% 100%139.800 155.625 165.450 167.450 179.600Alle Lagemaÿzahlen sind bei Aa
hen höher als bei Kassel. Die Mediane und die arithmetis
henMittel unters
heiden si
h innerhalb eines Herstellungsortes wenig, so dass man davon ausgehenkann, dass keine Ausreiÿer stark die Lage verfäls
hen.5.3.6 Übungsaufgabe (Fortsetzung von Übungsaufgabe 4.3.2)Bere
hnen Sie zum Verglei
h der Produktionslinien alle sinnvollen Lagekennzahlen für die Daten imDatensatz STEEL.DAT.5.3.7 ÜbungsaufgabeKleine Stahlproben wurden Tausenden von Lastwe
hseln ausgesetzt. Na
h 0, 1.000, 2.000, 3.000,4.000, 5.000, 6.000, 7.000, 8.000, 9.000, 10.000, 12.000, 14.000, 16.000, 18.000 Lastwe
hseln wurdenmit einem Mikroskop Aufnahmen der Probenober�ä
he aufgenommen. Dabei wurden pro Zeitpunkt54 Bildauss
hnitte von der Probenober�ä
he aufgenommen. Mit einem Risserkennungsprogrammwurden Mikrorisse identi�ziert. Aus diesen identi�zierten Rissen wurden dann zu jedem Bildaus-s
hnitt und Zeitpunkt die Anzahl der Risse bestimmt. Die Datei Cra
kCounts.dat enthält dieseRissanzahlen. Dabei bezei
hnen die Spalte No die Nummer des Bildauss
hnittes, die Spalten T0, T1,T2, T3, T4, T5, T6, T7, T8, T9, T10, T12, T14, T16, T18 die Zeitpunkte 1 bis 18 (in tausend Last-we
hseln). Erstellen Sie Histogramme von den Rissanzahlen zu den Zeitpunkten 0, 5, 10 und 18 undbere
hnen Sie die Mediane und die arithmetis
hen Mittel. Lesen Sie den Datensatz Cra
kCounts.datmit folgendem Befehl ein:> Cra
kCounts<-read.table("Cra
kCounts.dat",header=T)
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Kapitel 6Statistis
he Kennzahlen für die Streuung
Während im vorhergehenden Abs
hnitt ein Datensatz dur
h vers
hiedene Lageparameter bes
hrie-ben wurde, sollen im folgenden Gröÿen angegeben werden, die die Streuung eines Merkmals darstel-len. Die Streuung in den Daten resultiert daraus, dass bei Messungen eines Merkmals i.a. vers
hie-dene Werte beoba
htet werden (z.B. Körpergröÿen in einer Gruppe von Personen oder errei
hteNoten in einem Examen). Zwar ermögli
hen Lageparameter die Bes
hreibung eines Datensatzesdur
h Angabe eines mittleren Wertes, jedo
h können zwei Datensätze mit glei
hem oder zumindestnahezu glei
hem Lageparameter sehr unters
hiedli
he Streuung um diesen Lageparameter aufwei-sen. Der Lageparameter liefert somit eine nur unzurei
hende Information über die Struktur desDatensatzes. Dieses Verhalten läÿt si
h au
h aus den Häu�gkeitsverteilungen bzw. den zugehörigenHistogrammen ablesen:
Streuungsparameter ergänzen die in den Lageparametern enthaltene Information und dienen da-zu, das Abwei
hungsverhalten (des Merkmals) in einer Population zu quanti�zieren. Sie werdenunters
hieden in diejenigen, die auf der

• Di�erenz zwis
hen zwei Lageparametern beruhen (etwa Di�erenz zwis
hen Maximum undMinimum = Spannweite) und sol
hen, die die
• Abwei
hung zwis
hen den beoba
hteten Werten und einem Lageparameter (etwa quadratis
heAbwei
hung zwis
hen Beoba
htungen und arithmetis
hem Mittel = Varianz) zur Bere
hnungnutzen.Zudem unters
heidet man Streuungsparameter, die die glei
he Dimension wie die Daten haben(z.B. Spannweite, Quartilsabstand, Standardabwei
hung), und sol
he, die dimensionslos sind (z.B.Quartilskoe�zient und Variationskoe�zient).Zur Interpretation von Streuungsparametern läÿt si
h festhalten: Je gröÿer der Wert eines Streu-ungsparameters ist, desto gröÿer streuen die Beoba
htungen. Ist der Wert klein, so sind die Beob-a
htungen um einen Wert konzentriert.Grundsätzli
h setzen alle Streuungsparameter einen Abstandsbegri� voraus, so dass immer einquantitatives Merkmal angenommen werden muÿ. Dabei ist unwesentli
h, ob das Merkmal dis-kret oder stetig ist.



44 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/20126.0.8 De�nition (Streuungsparameter)Seien x1, . . . , xN Beoba
htungswerte eines Merkmals X. Dann heiÿen:1. die Di�erenz zwis
hen Maximum und Minimum Spannweite: R = x(N) − x(1).2. die Di�erenz zwis
hen zwis
hen oberem und unterem Quartil Quartilsabstand: Q = x̃0.75 −
x̃0.25.3. Median der absoluten Abwei
hungen: dMAD = Median von |x1 − x̃0.5|, . . . , |xN − x̃0.5|.4. Standardabwei
hung: s =

√√√√ 1
N−1

N∑

n=1

(xn − x)2 =

√
1

N−1

(∑N
n=1 x2

n − N · x2
).Von Streuungsparametern abgeleitete Gröÿen:1. Varianz (mittlere quadratis
he Abwei
hung): s2 = 1

N−1

N∑

n=1

(xn − x)2.2. Quartilskoe�zient: Qkoe� = 2Qex0.25+ex0.75
= 2(ex0.75−ex0.25)ex0.25+ex0.75

, wobei X nur ni
ht-negative Ausprä-gungen besitzt..3. Variationskoe�zient: V = s
x , wobei X nur ni
ht-negative Ausprägungen besitzt.6.0.9 BemerkungWerden die Daten dur
h eine Häu�gkeitsverteilung f1, . . . , fm mit zugehörige Ausprägungen x(1) <

· · · < x(m) bes
hrieben, so können folgende alternative Formeln verwendet werden:1. Spannweite: R = max{x(j) | fj > 0} − min{x(j) | fj > 0}. Gilt f1 > 0 und fJ > 0, so folgt:
R = x(J) − x(1).2. Varianz: s2 = N

N−1

J∑

j=1

fj(x(j) − x)2 .3. Standardabwei
hung: s =

√√√√ N
N−1

J∑

j=1

fj(x(j) − x)2.6.0.10 Bemerkung1. Werden mehrere Datensätze wie x1, . . . , xN und y1, . . . , yN betra
htet, so wird zur Identi�ka-tion der Varianz und der Standardabwei
hung ein x bzw. ein y angehängt, d.h. statt s2 und
s werden s2

x, s2
y und sx, sy benutzt.2. Wird zu einem Datensatz x1, . . . , xN der linear transformierte Datensatz y1, . . . , yN mit yn =

axn + b, n = 1, . . . , N , betra
htet, so gilt für die Varianz und die Standardabwei
hung:
s2
y = a2s2

x bzw. sy = |a|sx.Die Eigens
haft für die Standardabwei
hung gilt au
h für die Spannweite, den Quartilsabstand,die mittlere absolute Abwei
hung und den Median der absoluten Abwei
hungen.
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haften, WS 2011/2012 453. Die Spannweite und die Standardabwei
hung (bzw. Varianz) sind sehr Ausreiÿer-emp�ndli
h.Dagegen sind der Quartilsabstand und der Median der absoluten Abwei
hungen sehr unemp-�ndli
h (robust) gegenüber Ausreiÿern.4. Die Streuungsparameter Quartilskoe�zient und Variationskoe�zient sind dimensionslose Pa-rameter. Der Quartilskoe�zient setzt den Quartilsabstand ins Verhältnis zum LageparameterQuartilsmitte
Qmitte =

1

2
(x̃0.25 + x̃0.75),d.h. Qkoe� = Q

Qmitte , während der Variationskoe�zient Standardabwei
hung und Mittelwertnutzt. Beide Streuungsparameter sind hilfrei
h beim Verglei
h zweier Datensätze. Ist z.B.der Mittelwert in zwei Datensätzen re
ht unters
hiedli
h, so hilft der Variationskoe�zient dieStreuung der Datensätze miteinander zu verglei
hen.6.0.11 Beispiel (Dru
kfestigkeit von Beton, Fortsetung von Beispiel 1.0.7)Für die beiden Herstellungsorte Kassel und Aa
hen erhält man für Dru
kfestigkeit folgende Streu-ungsparameter.Spannweite:> max(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄)-min(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄)[1℄ 66.57> max(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄)-min(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄)[1℄ 39.8Quartilsabstand:> quantile(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄,0.75)-quantile(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄,0.25)75%14.7575> quantile(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄,0.75)-quantile(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄,0.25)75%11.825Median der absoluten Abwei
hungen (MAD):> mad(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄)[1℄ 10.89711> mad(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄)[1℄ 11.34189Standardabwei
hung:> sd(beton[beton$H=="Kassel","Dru
k"℄)[1℄ 14.08459> sd(beton[beton$H=="Aa
hen","Dru
k"℄)[1℄ 11.06004
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012Bis auf den MAD sind die Streuungsparameter bei Kassel höher als bei Aa
hen. Dass der MAD si
handers verhält, kann darauf hindeuten, dass Ausreiÿer die höhere Streuung von Kassel bewirken.Mittels der p-Quantile läÿt si
h eine einfa
he graphis
he Methode angeben, die zur Darstellung vonLage und Streuung eines Datensatzes verwendet werden kann, der sogenannte Box-Plot (Kasten-Diagramm). Diese Diagramme sind besonders zum Verglei
h von mehreren Datensätzen geeignetund visualisieren sowohl Lageparameter als au
h Streuungsparameter. Die verwendeten Lage- undStreuungsparameter können unters
hiedli
h gewählt werden, übli
h sind das untere Quartil als un-tere, bzw. linke Begrenzung der Box, und das obere Quartil als obere, bzw. re
hte Begrenzung derBox. Auÿerdem wird in der Box no
h die Lage des Medians mitthilfe eines Querbalkens deutli
hgema
ht. Innerhalb der Grenzen der Box liegen dann mindestens 50% der Daten. Bei den Box-Whisker-Plots werden zusätzli
h no
h sogenannte Whisker eingetragen. Dabei ist
• der obere Whisker wo die gröÿte Beoba
htung, die kleiner als x̃0.75 + 1.5(x̃0.75 − x̃0.25) ist,
• der untere Whisker wu die kleinste Beoba
htung, die gröÿer als x̃0.25 − 1.5(x̃0.75 − x̃0.25) ist.Alle Beoba
htungen, die ni
ht im Intervall [wu, wo] liegen, werden als Ausreiÿer aufgefasst.

 

 

wu y~
0.25

woy~
0.75

y~
0.5

Ausreißer Ausreißer

Abbildung 6.0.1: Box-Whisker-Plot6.0.12 Beispiel (Dru
kfestigkeit von Beton, Fortsetzung von Beispiel 1.0.7)Die in Abbildung 6.0.2 gegebenen Box-Whisker-Plots wurden wie folgt gewonnen:> boxplot(Dru
k~H,data=beton)Aus diesen sieht man deutli
h, dass bei Kassel einige Ausreiÿer auftreten. Dies ist der Grund dafür,dass si
h der MAD anders als die anderen Streuungsparameter beim Verglei
h von Kassel undAa
hen verhielt.6.0.13 ÜbungsaufgabeBestimmen Sie für die vier prozentualen Anteile der Zementkomponenten a,b,
 und d im Daten-satz SETTING.DAT den Median und die 25%- und 75%- Quantile. Wel
he statistis
hen Kennzahlenkönnten no
h bere
hnet werden? Lesen Sie den Datensatz SETTING.DAT mit folgendem Befehl ein:
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Aachen Darmstadt Dresden Karlsruhe Kassel Leipzig
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Abbildung 6.0.2: Box-Whisker-Plots für die Herstellungsorte> read.table("SETTING.DAT",header=F,
ol.names=
("a","b","
","d","Hitze"))6.0.14 Übungsaufgabe (Fortsetzung von Übungsaufgabe 4.3.2)Stellen Sie die Daten der beiden Produktionslinien im Datensatz STEEL.DAT mittels Box-Whisker-Plots gegenüber und bere
hnen Sie jeweils alle mögli
hen Streuungsparameter.6.0.15 ÜbungsaufgabeBetra
hten Sie den Datensatz Cra
kCounts.dat von Übungsaufgabe 5.3.7. Erstellen Sie die Boxplotsder Rissanzahlen für alle 15 Zeitpunkte und interpretieren Sie die Ergebnisse.



48 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012



Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 49
Kapitel 7Bivariate Daten
7.1 Tabellaris
he und gra�s
he DarstellungenIn vielen Anwendungen wird ni
ht ein Merkmal eines Objektes gemessen, sondern mehrere (z.B. Kör-pergröÿe, Körpergewi
ht, Blutdru
k von Personen oder Ges
hle
ht und Rau
hverhalten einer Per-son). Im folgenden werden auss
hlieÿli
h Paare von Merkmalen X und Y eines Objektes betra
htet(Notation: (X,Y ) oder (X1,X2) et
.). Die Ergebnisse lassen si
h jedo
h au
h auf die Kombinationvon drei oder mehr Merkmalen übertragen. Das Paar (X,Y ) heiÿt au
h bivariates Merkmal mitKomponenten X und Y .Bezei
hnungen.
x(1), . . . , x(J) Merkmalsausprägungen von Merkmal X, falls X diskret
y(1), . . . , y(K) Merkmalsausprägungen von Merkmal Y , falls Y diskret
(x(j), y(k)), j = 1, . . . , J , k = 1, . . . ,K Merkmalsausprägungen von Merkmal (X,Y ), falls Xund Y diskret
WX , WY Werteberei
heEntspre
hend zum Fall eines Merkmals können klassierte Daten betra
htet werden. Zudem sindbeliebige Kombination von Merkmalstypen mögli
h, z.B., X nominal und Y stetig quantitativ oder

X ordinal und Y diskret quantitativ.Wie im Fall eines Merkmals werden zunä
hst Methoden zur Darstellung sol
her Daten vorgestellt.Grundlage der Untersu
hungen ist der bivariate Datensatz
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN ).Hierbei ist zu bea
hten, dass die Meÿwerte (xn, yn) immer als Paare betra
htet werden müssen.Ausnahmen sind dann gegeben, wenn das Ziel ledigli
h die Analyse einer Komponente des bivariatenMerkmals (X,Y ) ist.In Analogie zur Situation eines Merkmals wird die Häu�gkeitsverteilung des (diskreten) bivariatenMerkmals (X,Y ) de�niert, d.h. es werden die Merkmalskombinationen (x(j), y(k)) des Merkmals
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haften, WS 2011/20127.1 Tabellaris
he und gra�s
he Darstellungen
(X,Y ) ausgezählt und absolute Häu�gkeiten gebildet:

Njk = n((x(j), y(k))) = Anzahl der Paare mit Ausprägung (x(j), y(k)),

j = 1, . . . , J ; k = 1, . . . ,K.Die Werte fjk =
Njk

N heiÿen Häu�gkeitsverteilung. Sie werden in einer Tabelle dargestellt, dersogenannten Kontingenztafel:absolute Häu�gkeiten
Y

y(1) y(2) · · · y(K) Summe
x(1) N11 N12 · · · N1K N1•

x(2) N21 N22 · · · N2K N2•

X
... ... . . . ... ...

x(J) NJ1 NJ2 · · · NJK NJ•Summe N
•1 N

•2 · · · N
•K N

relative Häu�gkeiten
Y

y(1) y(2) · · · y(K) Summe
x(1) f11 f12 · · · f1K f1•

x(2) f21 f22 · · · f2K f2•

X
... ... . . . ... ...

x(J) fJ1 fJ2 · · · fJK fJ•Summe f
•1 f

•2 · · · f
•K 1Der Werte N1•, . . . , NJ•

und N
•1, . . . , N•K werden bere
hnet als Zeilensummen bzw. Spaltensummender Kontingenztafel:

Nj• =
K∑

k=1

Njk, j = 1, . . . , J, bzw. N
•k =

J∑

j=1

Njk, k = 1, . . . ,K.Insbesondere gilt für die Doppelsumme
J∑

j=1

K∑

k=1

Njk =

J∑

j=1

Nj• =

K∑

k=1

N
•k =

K∑

k=1

J∑

j=1

Njk = N.Analoge Aussagen gelten für die relativen Häu�gkeiten:
fj• =

K∑

k=1

fjk, j = 1, . . . , J, bzw. f
•k =

J∑

j=1

fjk, k = 1, . . . ,K.Insbesondere gilt für die Doppelsumme
J∑

j=1

K∑

k=1

fjk =
J∑

j=1

fj• =
K∑

k=1

f
•k =

K∑

k=1

J∑

j=1

fjk = 1.7.1.1 De�nition
f1•, . . . , fJ•

heiÿt Randhäu�gkeitsverteilung von X, f
•1, . . . , f•K heiÿt Randhäu�gkeitsver-teilung von Y.7.1.2 Beispiel (Herstellungsort und S
hleifort, Fortsetzung von Beispiel 1.0.7)Da es 6 Orte für die Herstellung und das S
hleifen des Betons gibt, gibt es 36 Merkmalskombina-tionen. Deren absolute und relative Häu�gkeiten werden wie folgt ermittelt:



7.1 Tabellaris
he und gra�s
he DarstellungenChristine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 51> table(beton$H,beton$S)Aa
hen Darmstadt Dresden Karlsruhe Kassel LeipzigAa
hen 9 0 0 0 3 0Darmstadt 0 9 0 0 3 0Dresden 0 0 9 0 3 0Karlsruhe 0 0 0 8 3 0Kassel 3 3 3 3 51 3Leipzig 0 0 0 0 3 9> table(beton$H,beton$S)/length(beton$H)Aa
hen Darmstadt Dresden Karlsruhe Kassel LeipzigAa
hen 0.072 0.000 0.000 0.000 0.024 0.000Darmstadt 0.000 0.072 0.000 0.000 0.024 0.000Dresden 0.000 0.000 0.072 0.000 0.024 0.000Karlsruhe 0.000 0.000 0.000 0.064 0.024 0.000Kassel 0.024 0.024 0.024 0.024 0.408 0.024Leipzig 0.000 0.000 0.000 0.000 0.024 0.0727.1.3 BemerkungWird statt eines diskreten Merkmals ein klassiertes stetiges Merkmal betra
htet, so werden dieAusprägungen in den Kontingenztafeln dur
h Klassen ersetzt. Die Häu�gkeitsverteilungen werdenvöllig analog angegeben.Sind beide Merkmale X und Y stetig quantitativ, so werden die Daten oft in einem Streu-diagramm (S
atterplot) graphis
h dargestellt. Die Beoba
htungspaare (xn, yn) werden in einem
x-y-Koordinatensystem als Punkte markiert.7.1.4 Beispiel (Dru
kfestigkeit und Festbetonrohdi
hte, Fortsetzung von Beispiel 1.0.7)Das Steudiagramm in Abbildung 7.1.1 wurde wie folgt erzeugt:> plot(beton$Dru
k,beton$Festbetonrohdi
hte,xlab="Dru
kfestigkeit",ylab="Festbetonrohdi
hte")7.1.5 ÜbungsaufgabeStellen Sie die Rissanzahlen aus dem Datensatz Cra
kCounts.dat aus der Übungsaufgabe 5.3.7 fürdie Zeitpunkte 5 und 10 sowie 10 und 18 in Streudiagrammen dar.
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Abbildung 7.1.1: Streudiagramm für die Dru
kfestigkeit und die Festbetonrohdi
hte7.2 Zusammenhangsmaÿe (Korrelationsmaÿe)Im folgenden werden bivariate Merkmale (X,Y ) mit beoba
hteten Werten
(x1, y1), . . . , (xN , yN )betra
htet. Wurden in den vorhergehenden Abs
hnitten Lage- und Streuungsparameter für die Merk-malskomponenten X und Y vorges
hlagen, um die empiris
hen Eigens
haften dieser Merkmale mitwenigen Kennzi�ern zu bes
hreiben, so sollen nun Maÿe angegeben werden, die einen Zusammen-hang zwis
hen den Komponenten X und Y quanti�zieren. Dabei wird keinerlei Aussage getro�en,wel
her Art dieser Zusammenhang ist (z.B. kausal oder we
hselseitig).Die Anwendbarkeit eines Zusammenhangsmaÿes ist � wie bei Lage- und Streuungsparametern� abhängig von Skalen- und Merkmalstypen. Aus diesem Grund wird angenommen, dass X und

Y jeweils mit dem glei
hen Skalentyp gemessen werden. Dabei darf natürli
h X metris
h und Ynominal skaliert sein. Es kann dann aber ledigli
h eine Methode für nominale Datentypen verwendetwerden. Das Merkmal mit dem geringsten Skalenniveau bestimmt daher die verwendete Methode.Folgende Fälle werden unters
hieden:nominal, ordinal, quantitativ.



7.3 Zusammenhangsmaÿe für nominale DatenChristine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 537.3 Zusammenhangsmaÿe für nominale DatenIn Analogie zu Lage- und Streuungsparametern können zur quantitativen Bes
hreibung nur die (ab-soluten/relativen) Häu�gkeiten benutzt werden. Das folgende Maÿ beruht auf der Kontingenztabelleder absoluten Häu�gkeiten. Es kann au
h mit den zugehörigen relativen Häu�gkeiten ges
hriebenwerden. Die Methode kann ebenfalls zur Analyse von bivariaten Merkmalen mittels klassierter Datenverwendet werden.7.3.1 De�nition (χ2-Gröÿe, Kontingenzkoe�zient von Pearson)Seien Njk die absolute Häu�gkeit der Ausprägung (x(j), y(k)) und Nj•, N
•k die entspre
hendenabsoluten Randhäu�gkeiten. Dann heiÿt

χ2 =

J∑

j=1

K∑

k=1

(Njk − νjk)
2

νjk
, wobei νjk =

Nj•N•k

N
,

χ2-Gröÿe. Der (korrigierte) Kontingenzkoe�zient von Pearson C ist bestimmt dur
h
C =

√
χ2

χ2 + N
· min{J,K}
min{J,K} − 1

.7.3.2 Bemerkung1. Für die χ2-Gröÿe gilt: χ2 = N




J∑

j=1

K∑

k=1

N2
jk

Nj•N•k
− 1


. Gilt ferner J = K = 2, so vereinfa
htsi
h die Darstellung:

χ2 = N
(N11N22 − N12N21)

2

N1•N2•N•1N•2
.2. Es gilt: 0 ≤ C ≤ 1. Dabei wird der Wert 0 als geringste Abhängigkeit (oderUnabhängigkeit)der Merkmale X und Y interpretiert, während der Wert 1 als Kennzi�er hö
hster Abhängigkeitgesehen wird. Der Fall C = 0 ist glei
hbedeutend damit, dass

Njk =
Nj•N•k

N
bzw. fjk = fj•f•k, j = 1, . . . , J ; k = 1, . . . ,K.Die absoluten/relativen Häu�gkeiten Njk, fjk sind in dieser Situation dur
h die Randhäu�g-keiten vollständig bestimmt. Diese Eigens
haft wird au
h als (empiris
he) Unabhängigkeitbezei
hnet.7.3.3 Beispiel (Zusammenhang zwis
hen Herstellungs- und S
hleifort, Fortsetzung von Beispiel1.0.7)Die χ2-Gröÿe für den Zusammenhang zwis
hen Herstellungs- und S
hleifort bere
hnet si
h zu> 
hisq.test(table(beton$H,beton$S))$statisti
X-squared311.4669Warning message:Chi-squared approximation may be in
orre
t in: 
hisq.test(table(beton$H, beton$S))
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haften, WS 2011/20127.3 Zusammenhangsmaÿe für nominale DatenDaraus wird der Kontingenzkoe�zient von Pearson bere
hnet:> 
hi<-
hisq.test(table(beton$H,beton$S))$statisti
Warning message:Chi-squared approximation may be in
orre
t in: 
hisq.test(table(beton$H, beton$S))> sqrt(
hi/(
hi+length(beton$H))*(6/5))X-squared0.9253817Mit 0.9253817 liegt der Kontingenzkoe�zient von Pearson nahe bei 1, so dass ein starker Zusam-menhang zwis
hen Herstelleungsort und S
hleifort besteht. Das ist au
h ni
ht verwunderli
h, da diemeisten Proben in Kassel hergestellt und/oder ges
hli�en wurden.7.3.4 ÜbungsaufgabeBestimmen Sie die χ2-Gröÿe und den Kontingenzkoe�zienten von Pearson für das Beispiel 1.0.3(Wirksamkeit von Rosts
hutzmitteln) im Skript. Lesen Sie dazu die Häu�gkeitstabelle mit folgendenBefehlen ein und interpretieren Sie das Ergebnis.Tabelle<-matrix(
(65,103,106,74,85,47),n
ol=3,byrow=T)
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 557.4 Zusammenhangsmaÿe für ordinale DatenSind beide Komponenten des bivariaten Merkmals (X,Y ) ordinal skaliert, so werden anstelle derHäu�gkeiten die Ordnungen der Beoba
htungswerte zur Bere
hnung eines Zusammenhangsmaÿesgenutzt. Bei der De�nition dieser Kenngröÿe wird auf die Ränge R(xn) bzw. R(yn) der Beoba
h-tungen zurü
kgegri�en. Diese werden getrennt na
h Datenreihen bere
hnet, d.h. R(xn) ist der Rangder Beoba
htung xn im Datensatz x1, . . . , xN , R(yn) ist der Rang der Beoba
htung yn im Datensatz
y1, . . . , yN (vgl. De�nition 3.4). Auf diese Weise erhält man die Rangpaare:

(R(x1), R(y1)), . . . , (R(xN ), R(yN )).Diese werden zur De�nition des Spearmans
hen Rangkorrelationskoe�zienten benutzt:7.4.1 De�nitionSeien (x1, y1), . . . , (xN , yN ) Beoba
htungen eines bivariaten, ordinal skalierten Merkmals (X,Y ) mitzugehörigen Rangpaaren (R(x1), R(y1)), . . . , (R(xN ), R(yN )). Dann heiÿt
rSpxy =

N∑

n=1

(R(xn) − R(x))(R(yn) − R(y))

√√√√
N∑

n=1

(R(xn) − R(x))2
N∑

n=1

(R(yn) − R(y))2Rangkorrelationskoe�zient von Spearman, wobei R(x) = 1
n

N∑

n=1

R(xn) und R(y) = 1
n

N∑

n=1

R(yn)die arithmetis
hen Mittel der Ränge sind.7.4.2 Bemerkung1. Der Spearmans
he Rangkorrelationskoe�zient benutzt ledigli
h die Reihenfolge der Be-oba
htungswerte. Die Werte selbst sind für den Koe�zienten irrelevant.2. Sind jeweils alle Beoba
htungswerte der Datenreihe x1, . . . , xN und der Datenreihe y1, . . . , yNvers
hieden, so läÿt si
h rSpxy einfa
her gemäÿ der Formel
rSpxy = 1 − 6

n(n2 − 1)

N∑

n=1

(R(xn) − R(yn))2bere
hnen.3. Es gilt −1 ≤ rSpxy ≤ 1, wobei rSpxy = 1 genau dann gilt, wenn aus xn ≺ xm für die zugehorigen
y-Werte folgt yn ≺ ym. Dies bedeutet, dass das Ordnungsverhalten glei
hsinnig in x und y ist:Wä
hst x, so wä
hst au
h y. rSpxy = −1 gilt hingegen, wenn aus xn ≺ xm für die zugehorigen
y-Werte folgt yn ≻ ym. In diesem Fall ist das Ordnungsverhalten gegensinnig, d.h. steigt derWert von x, so fällt der Wert von y.
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/20127.4 Zusammenhangsmaÿe für ordinale Daten7.4.3 Beispiel (Preis und Lebensdauer eines Bauteils)Bei einem elektronis
hen Bauteiltyp wurde der Preis in 10 Preisklassen erfasst, wobei 10 die hö
hstePreisklasse war. Ebenso wurde die Lebensdauer in 30 Klassen erfasst, wobei 30 die Klasse mit denhö
hsten Lebenszeiten war. Es wurden folgende Daten erhalten:
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
xn 8 3 9 7 10 2 6 2 1 9 10 9 5 4 7 7 3 4 4 10
yn 28 11 30 26 29 7 25 18 7 27 24 28 23 15 26 26 5 16 23 26Daraus können folgende Ränge ermittelt werden:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
R(xn) 14.0 4.5 16.0 12.0 19.0 2.5 10.0 2.5 1.0 16.0 19.0 16.0 9.0 7.0 12.0
R(yn) 17.5 4.0 20.0 13.5 19.0 2.5 11.0 7.0 2.5 16.0 10.0 17.5 8.5 5.0 13.5

n 16 17 18 19 20
R(xn) 12.0 4.5 7.0 7.0 19.0
R(yn) 13.5 1.0 6.0 8.5 13.5Es gibt zwei Mögli
hkeiten den Spearmans
hen Rangkorrelationskoe�zienten zu bestimmen:> 
or(rank(Bauteil$preis),rank(Bauteil$lebensdauer))[1℄ 0.8539384oder> 
or.test(Bauteil$preis,Bauteil$lebensdauer,method="spearman")$estimaterho0.8539384Warning message:Cannot 
ompute exa
t p-values with ties in: 
or.test.default(Bauteil$preis,Bauteil$lebensdauer, method = "spearman")Mit 0.8539384 ist der Spearmans
he Rangkorrelationskoe�zient nahe bei 1, so dass es einen montonwa
hsenden Zusammenhang zwis
hen Preis und Lebensdauer gibt, d.h. ein höherer Preis bedeutetau
h eine längere Lebensdauer.
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 577.5 Zusammenhangsmaÿe für quantitative DatenDiese arithmetis
hes Mittel und Standardabwei
hung geben zwar Auskunft über Lage und Streu-ung der Komponenten X und Y . Sie liefern jedo
h keinen Hinweis über die Zusammenhänge derMerkmale. Um den Zusammenhang zu quanti�zieren, de�niert man die (empiris
he) Kovarianzder Merkmale X und Y . Im Gegensatz zu den bisherigen Zusammenhangsmaÿen wird nun direktauf die gemessenen Werte zurü
kgegri�en.7.5.1 De�nition (Kovarianz)Seien (x1, y1), . . . , (xN , yN ) Meÿwerte eines bivariaten, quantitativen Merkmals (X,Y ). Dann heiÿt
sxy =

1

N − 1

N∑

n=1

(xn − x)(yn − y)(empiris
he) Kovarianz der Merkmale X und Y .7.5.2 Bemerkung1. Die Kovarianz sxy läÿt si
h au
h bere
hnen gemäÿ
sxy =

1

N − 1

(
N∑

n=1

xnyn − N · x · y
)

.2. Es gilt: sxx = s2
x, syy = s2

y. Zum Na
hweis betra
htet man die bivariaten Datensätze (x1, x1), . . . ,
(xN , xN ) bzw. (y1, y1), . . . , (yN , yN ).3. Der Wert der Kovarianz kann eine beliebige reelle Zahl sein.Mittels der Kovarianz wird nun der Korrelationskoe�zient von Bravais-Pearson de�niert:7.5.3 De�nitionSeien sxy die (empiris
he) Kovarianz von X und Y , sowie sx und sy die Standardabwei
hungen von

X bzw. Y . Dann heiÿt
rxy =

sxy

sxsyKorrelationskoe�zient von Bravais-Pearson.7.5.4 Bemerkung1. Es gilt: −1 ≤ rxy ≤ 1, wobei rxy = −1 bedeutet: es gibt eine negative Zahl a < 0 und einereelle Zahl b ∈ R mit yn = axn + b, i = 1, . . . , n. Es gibt also einen linearen Zusammenhangzwis
hen dem Merkmal X und Y derart, dass wenn X eine Einheit steigt, dann fällt Y um a
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/20127.5 Zusammenhangsmaÿe für quantitative DatenEinheiten. Insbesondere ist das Ordnungsverhalten gegensinnig. Ist hingegen rxy = 1, so gibtes eine positive Zahl a > 0 und eine reelle Zahl b ∈ R mit yn = axn + b, i = 1, . . . , n. Esgibt also einen linearen Zusammenhang zwis
hen dem Merkmal X und Y derart, dass wenn
X eine Einheit steigt, dann steigt Y ebenfalls, und zwar um a Einheiten. Insbesondere ist dasOrdnungsverhalten glei
hsinnig.2. rxy ist symmetris
h in X und Y , d.h. rxy = ryx.3. Gilt rxy = 0, so spri
ht man von (empiris
her) Unkorreliertheit der Merkmale X und Y .4. Setzt man in der De�nition von rxy anstelle der Beoba
htungswerte xn bzw. yn die entspre-
henden Ränge ein, so erhält man den Spearmans
hen Rangkorrelationskoe�zienten rSpxy .7.5.5 Beispiel (Dru
kfestigkeit und Festbetonrohdi
hte, Fortsetzung von Beispiel 1.0.7)Der Korrelationskoe�zient von Bravais-Pearson zwis
hen Dru
kfestigkeit und Festbetonrohdi
htebere
hnet si
h zu:> 
or(beton$Dru
k,beton$Festbetonrohdi
hte)[1℄ 0.3071468Wegen 0.3071468 besteht eine positive Korrelation, d.h. eine höhere Dru
kfestigkeit tritt oft au
hmit einer höheren Festbetonrohdi
hte auf. Allerdings ist dieser Zusammenhang ni
ht besondersausgeprägt, da 0.3071468 weit von 1 entfernt ist.7.5.6 ÜbungsaufgabeStellen Sie die prozentualen Anteile der Zementkomponenten b und d im Datensatz SETTING.DAT ineinem Streudiagramm dar und bere
hnen Sie alle mögli
hen Zusammenhangsmaÿe. InterpretierenSie die Ergebnisse.



7.6 Lineare RegressionChristine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 597.6 Lineare RegressionIm vorhergehenden Abs
hnitt wurden Maÿe diskutiert, die zur Quanti�zierung einer Abhängigkeitzwis
hen zwei Merkmalen X und Y benutzt werden. Mit diesen Methoden wurde ledigli
h einegewisse Abhängigkeit der Merkmale festgestellt. O�en blieb etwa, ob es einen funktionalen Zu-sammenhang zwis
hen den Merkmalen X und Y gibt. In diesem Abs
hnitt wird ein Verfahren fürquantitativen Merkmale vorgestellt, mit dem die funktionale Gestalt eines sol
hen Zusammenhangsbes
hrieben werden kann. Eine derartige Vorgehensweise ist etwa begründet, wenn si
h aus theo-retis
hen Überlegungen eines Fa
hwissens
haftlers ergibt, dass das Merkmal Y als Funktion desMerkmals X ges
hrieben werden kann, d.h. Y = f(X) mit einer Funktion f . In der Regel wird
f zumindest teilweise unbekannt sein oder von unbekannten Parametern abhängen. Ziel ist es da-her, mittels eines Datensatzes (x1, y1), . . . , (xN , yN ) Aussagen über die Funktion f zu erhalten. DieFunktion f dient daher einerseits zur Bes
hreibung der Abhängigkeitsstruktur der Merkmale undandererseits zur Analyse eines Trendverhaltens. Im folgenden wird ein Zusammenhang der Form

Y = f(X)unterstellt. Das Merkmal X heiÿt Regressor oder erklärende Variable, Y wird als Regressandbzw. als abhängige Variable bezei
hnet. f heiÿt Regressionsfunktion. Die Werte ŷn = f(xn),
n = 1, . . . , n, heiÿen Regressionswerte.Im allgemeinen wird für die Regressionswerte ŷn gelten: ŷn 6= yn, d.h. die Funktionswerte von
f wei
hen an den Stellen xn von den tatsä
hli
h gemessenen Werten yn ab. Dieses Phänomenkann dur
h (natürli
he) S
hwankungen in den Eigens
haften der Objekte oder dur
h Meÿfehler undMeÿungenauigkeiten hervorgerufen sein. Es wird daher versu
ht, die Regressionsfunktion f in einerKlasse von Funktionen mögli
hst gut anzupassen.Im folgenden wird zunä
hst die allgemeine Vorgehensweise an der Klasse der linearen Funktionenillustriert. Es wird also davon ausgegangen, dass die Regressionsfunktion f linear ist, d.h.

f(x) = ax + b, x ∈ R,wobei die Parameter a und b unbekannt sind. Diese müssen nun aus den Beoba
htungen (x1, y1), . . . ,
(xN , yN ) mögli
hst gut ges
hätzt werden. In dieser Situation heiÿt die Regressionsfunktion au
hRegressionsgerade. Als Verfahren bedient man si
h der Methode der kleinsten Quadrate:Die Parameter a und b der Regressionsfunktion f(x) = ax + b werden bere
hnet als Lösung desMinimierungsproblems:

min
a,b

Q(a, b), wobei Q(a, b) =
N∑

n=1

(yn − axn − b)2.
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haften, WS 2011/20127.6 Lineare RegressionGraphis
h läÿt si
h das Verfahren folgendermaÿen interpretieren:
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f(x) = âx + b̂
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Mittels der Methode der kleinsten Quadrate wird daher die Summe der quadratis
hen Abstände
(yn − f(xn))2 bzgl. der Parameter a und b minimiert. Als Lösung erhält man die S
hätzungen

â =
sxy

s2
x

=

N∑

n=1

(xn − x)(yn − y)

N∑

n=1

(xn − x)2

=

N∑

n=1

xnyn − nx · y

N∑

n=1

x2
n − nx2

und b̂ = y − â · x.Die Regressionsgerade hat daher die Glei
hung: f(x) = âx + b̂.7.6.1 Beispiel (Dru
kfestigkeit und Festbetonrohdi
hte, Fortsetzung von Beispiel 1.0.7)Au
h wenn der Korrelationskoe�zient von Bravais-Pearson zwis
hen Dru
kfestigkeit und Festbe-tonrohdi
hte ni
ht nahe bei 1 oder -1 ist, kann eine Gerade dur
h die Daten gelegt werden. DieS
hätzungen â für die Steigung und b̂ für den Inter
ept erhält man wie folgt:> lsfit(beton$Dru
k,beton$Festbetonrohdi
hte)$
oefInter
ept X2.4207578924 0.0005723389Mit> plot(beton$Dru
k,beton$Festbetonrohdi
hte,xlab="Dru
kfestigkeit",ylab="Festbetonrohdi
hte")> abline(lsfit(beton$Dru
k,beton$Festbetonrohdi
hte)$
oef)wird die Abbildung 7.6.1 erzeugt, bei der die ges
hätze Gerade in das Streudiagramm eingezei
hnetist.
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Abbildung 7.6.1: Gerade dur
h das Streudiagramm für die Dru
kfestigkeit und die Festbetonroh-di
hte7.6.2 ÜbungsaufgabeBere
hnen Sie alle mögli
hen Zusammenhangsmaÿe der Rissanzahlen aus dem Datensatz Cra
kCounts.datfür die Zeitpunkte 5 und 10 sowie 10 und 18 und tragen Sie die Regressionsgerade in die Streudia-gramme ein. Interpretieren Sie die Ergebnisse.
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/20127.7 + Ni
htlineare Regression +7.7 + Ni
htlineare Regression +Die Annahme, dass die Regressionsfunktion linear ist, wird in der Praxis häu�g getro�en. Zum einenlässt si
h die die Regressionsfunktion lei
ht bere
hnen und zum anderen ist ein linearer Zusammen-hang au
h aus praktis
hen Erfahrungen oft plausibel. Mithilfe der Methode der kleinsten Quadratelässt si
h aber au
h für kompliziertere Regressionsfunktionen der Zusammenhang zwis
hen den Va-riablen s
hätzen. Ebenfalls kann die Methode der kleinsten Quadrate genutzt, wenn es mehr als eineerkärende Variable gibt.Ist die Regressionsfunktion von der Form f(x) = ag(x)+b für eine bekannte Funktion g, z.B. g(x) =
x, g(x) = x2, g(x) = log(x), ändert si
h ni
hts. Werden die Daten entspre
hend transformiert, kanndie S
hätzung der Parameter a und b direkt mit den Formeln der linearen Regression bere
hnetwerden. Es muss nur mit x∗ = g(x) anstelle von x und anstelle der Beoba
htungen xn mit dentransformierten Beoba
htungen x∗

n = g(xn) gearbeitet werden.Häu�g können die Formeln der linearen Regression aber au
h in anderen Fällen genutzt werden.Besteht zum Beispiel der funktionelle Zusammenhang f(x) = b · ax, dann ist f ni
ht von der Form
f(x) = ag(x)+b, aber logarithmiert man beide Seiten, so erhält man f∗(x) = ln f(x) = ln b+ln ax =
b∗ + a∗x, also wieder einen linearen Zusammenhang.Allgemein gilt: Kann man die ni
htlineare Regressionsfunktion f(x) = ϕ(x, a, b) (also eine ni
htli-neare Funktion in x, mit unbekannten Parametern a und b) mit Transformationen g, g0, g1 und hso umformen, dass gilt

f∗(x) = h(f(x)) = g0(b) + g1(a) · g(x),dann können die Parameter b∗ = g0(b) und a∗ = g1(a) wieder mithilfe der Formeln der linearenRegression ges
hätzt werden, indem statt der Daten (x1, y1), . . . , (xN , yN ) die Daten (x∗
1, y

∗
1) =

(g(x1), h(y1)), . . . , (x
∗
N , y∗N ) = (g(xN ), h(yN )) benutzt werden.Lassen si
h aber keine sol
he Transformationen �nden, so kann die Kleinste-Quadrat-Summen-Methode denno
h genutzt werden, um die beiden unbekannten Parameter a, b der ni
htlinearenFunktion zu s
hätzen. Sie wird dann wie folgt de�niert.7.7.1 De�nitionGilt für die Regressionsfunktion f(x) = ϕ(x, a, b), dann heiÿt (â, b̂)T Kleinste-Quadrat-Summen-S
hätzung, falls gilt

(â, b̂)T = arg min
(a,b)T ∈R2

N∑

n=1

(yn − ϕ(xn, a, b))2. (7.1)Genauso kann die Kleinste-Quadrat-Summen-S
hätzung au
h für Regressionfunktionen mit mehrunbekannten Parametern oder mehr erklärende Variablen x1, x2, . . . de�niert werden.Die Lösung von (7.1) kann im Allgemeinen ni
ht explizit angegeben werden. Sie kann aber mithilfenumeris
her Verfahren bestimmt werden, in R kann dazu zum Beispiel die Funktion nls (nonlinearleast squares) benutzt werden, hierbei müssen immer au
h sinnvolle Startwerte für die S
hätzerübergeben werden.
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Kapitel 8Simulationen mit R
8.1 Zufallszahlen und deren gra�s
he DarstellungFür sto
hstis
he Simulationen werden Zufallszahlen gebrau
ht. In R können Zufallszahlen mittelsvers
hiedener Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen erzeugt werden. Während dVerteilung die Di
hteder Verteilung ergibt, erhält man mit rVerteilung Zufallszahlen, die gemäÿ der Verteilung verteiltsind. Mit> rnorm(100, mean=0,sd=1)bzw.> rnorm(100)erzeugt man 100 Zufallszahlen, die gemäÿ der Standardnormalverteilung verteilt sind. Man kann die-sen Zufallszahlen ein Histogramm (Säulendiagramm) erstellen, wobei R die Einteilung der Klassenautomatis
h vornimmt, wenn man sie ni
ht über das Argument break eingibt. Um einen Verglei
hmit Abbildung 2.2.1 zu ermögli
hen, sollte der Berei
h der x-A
hse genauso als [−4, 4] mit xlimgewählt werden.> hist(rnorm(100, mean=0,sd=1),freq=F,xlim=
(-4,4),+ main="Histogramm von 100 Zufallszahlen",xlab="x")
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Histogramm von 10000 Zufallszahlen
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Abbildung 8.1.1: Histogramme der Zufallszahlen der Standardnormalverteilung
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Kapitel 9Statistis
he Kennzahlen für Zufallszahlen
Wie für Datensätze können statistis
he Maÿzahlen für Zufallszahlen bere
hnet werden. Ist x =
(x1, . . . , xN ) der Vektor von N Zufallszahlen so erhält man das Arithmetis
he Mittel

x =
1

N

N∑

n=1

xnmittels der R-Funktion mean:> x<-rnorm(100,mean=0,sd=1)> mean(x)[1℄ 0.09353081> x<-rnorm(10000,mean=0,sd=1)> mean(x)[1℄ 0.005399328Die empiris
he Varianz
s(x)2 =

1

N − 1

N∑

n=1

(xn − x)2wird in R mit var bere
hnet und die Standardabwei
hung
s(x) =

√√√√ 1

N − 1

N∑

n=1

(xn − x)2mit sd:> x<-rnorm(100,mean=0,sd=1)> var(x)[1℄ 0.7260218> sd(x)[1℄ 0.8520691
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012> x<-rnorm(10000,mean=0,sd=1)> var(x)[1℄ 1.023311> sd(x)[1℄ 1.011588Mit der logis
hen Verknüpfung & können au
h relative Häu�gkeiten in Intervallen s
hnell bestimmtwerden. Mit folgendem Befehl wird so die relative Häu�gkeit der erzeugten normalverteilten Zu-fallszahlen im Intervall (0, 1] bestimmt.> x<-rnorm(100)> sum(x<=1 & x>0)/length(x)[1℄ 0.37Die R-Funktion length ergibt die Länge des Vektors, hier als N . Mit x<=1 & x>0 wird ein Vektormit logis
hen Werten TRUE und FALSE erzeugt, wobei TRUE bei der n'ten Komponente gesetzt wird,wenn xn ∈ (0, 1] erfüllt ist. Werden Re
henoperationen mit logis
hen Werten dur
hgeführt (hier dieSummation), wird jedes TRUE in 1 und jedes FALSE in 0 umgewandelt.> x<-rnorm(10)> x[1℄ -0.34824036 0.41497294 -2.25316848 0.75629867 1.35189920 0.03752934[7℄ -2.20324783 -1.40893928 -0.41448444 1.36826166> x<=1 & x>0[1℄ FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE9.0.1 ÜbungsaufgabeErzeugen Sie jeweils 100 und 10000 Zufallszahlen von folgenden Normalverteilungen(a) Normalverteilung mit µ=mean=0, σ=sd=1,(b) Normalverteilung mit µ=mean=1, σ=sd=1,(
) Normalverteilung mit µ=mean=1, σ=sd=2.Erstellen Sie in allen Fällen ein Histogramm und bere
hnen Sie in allen Fällen das arithmetis
heMittel, den Median, die empiris
he Varianz und die Standardabwei
hung. Wel
he S
hlüsse ziehen Siedaraus? Verglei
hen Sie die Histogramme au
h mit den gra�s
hen Darstellungen von Übungsaufgabe2.2.1.9.0.2 ÜbungsaufgabeErzeugen Sie 10000 Zufallszahlen x1, . . . , x10000 einer Normalverteilung mit
µ=mean=1, σ=sd=1. Bestimmen Sie die relativen Häu�gkeiten von folgenden Fällen:(a) für die Zufallszahl xn gilt xn ≤ −2,(b) für die Zufallszahl xn gilt xn > −5,(
) für die Zufallszahl xn gilt −5 < xn ≤ −2,
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he der obigen relativen Häu�gkeiten geben aufsummiert eine andere der obigen relativen Häu-�gkeiten?
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hreibung des ZufallsAus der Abbildung 8.1.1 ist ersi
htli
h, dass bei 10000 standardnormalverteilten Zufallszahlen dasHistogramm der Di
hte der Standardnormalverteilung in Abbildung 2.2.1 viel mehr ähnelt als bei100 Zufallszahlen. Au
h ist aus Abs
hnitt 9 ersi
htli
h, dass bei 10000 Zufallszahlen das arithmeti-s
he Mittel di
hter beim Parameter µ =mean= 0 der Normalverteilung liegt als bei 100 Zufallszahlen.Die glei
he Beziehung gilt zwis
hen Standardabwei
hung und dem Parameter σ =sd= 1. Das ist keinZufall. Erzeugt man immer wieder die Zufallszahlen, so wird man immer wieder diese Beoba
htun-gen ma
hen. Es ist ein Gesetz, das Gesetz der groÿen Zahlen. Da man früher keine Zufallszahlens
hnell erzeugen konnte, hat es ziemli
h lange gedauert dieses Gesetz zu �nden. Früher konnte mandie meiste Erfahrung am besten mit dem Würfel sammeln. Au
h den Würfelwurf können wir jetztam Computer simulieren.9.1.1 Beispiel (Würfelwurf)Analysiert man die physikalis
hen Eigens
haften eines symmetris
hen Würfels, so liegt die Vermu-tung nahe, dass keine Seite (Zi�er) beim Wurf bevorzugt wird. Diese Eigens
haft wird beispielsweisein einer Vielzahl von Spielen genutzt. Alle Seiten (Zi�ern) sind somit als glei
hwahrs
heinli
h zubetra
hten, und es wird daher etwa erwartet, dass in se
hs Würfen eine Se
hs fällt. Diese Annahmewird später als mathematis
hes Modell formuliert. Zufallszahlen, die dieser Annahme folgen, kön-nen mittels Zufallszahlen erzeugt werden, die der glei
hförmigen Verteilung auf [0, 1] folgen. Beidieser Verteilung hat jede Zahl zwis
hen [0, 1] die glei
he Wahrs
heinli
hkeit. Teilt man nun diesesIntervall in 6 glei
h groÿe Intervalle auf, so hat jedes Teilintervall eine Wahrs
heinli
hkeit von 1/6.Dieses Teilintervalle werden dann den Zahlen 1,2,3,4,5,6 zugeordnet, so dass jede dieser Zahlen mitder Wahrs
heinli
hkeit 1/6 auftritt, so wie es beim fairen Würfel der Fall ist. Die Datei wuerfel.as
enthält die Funktion zur Simulation des Würfelwurfes:"wuerfel" <-fun
tion (N){# Simuliert N Wuerfelwuerfe und gibt die relative Häufigkeit der Se
hs ausu<-runif(N)u[u<=1/6℄<-6u[1/6<u & u<=2/6℄<-5u[2/6<u & u<=3/6℄<-4u[3/6<u & u<=4/6℄<-3u[4/6<u & u<=5/6℄<-2u[5/6<u & u<=1℄<-1list(Wuerfelergebnisse=u,Anteil=sum(u==6)/N)}Laden dieser Datei und der Aufruf der Funktion wuerfel ergibt z.B. für N = 10:> sour
e("wuerfel.as
")> wuerfel(N=10)$Wuerfelergebnisse[1℄ 2 1 6 6 3 3 4 6 4 3
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haften, WS 2011/2012 71$Anteil[1℄ 0.3Der Vorteil der Funktion wuerfel besteht darin, dass sie s
hnell so umges
hrieben werden kann,dass au
h ein �gefäls
hter� Würfel simuliert werden kann, also ein Würfel, bei dem ni
ht alle Zah-len von 1 bis 6 glei
hwahrs
heinli
h sind. Ansonsten kann der Würfelwurf au
h mit der Funktionsample simuliert werden, hierbei muss aber dann der Anteil der Se
hsen extra bere
hnet werden,das Argument size gibt dabei die Anzahl der Würfe an und repla
e=TRUE bedeutet, dass bei jedemWurf wieder aus den Zahlen von 1 bis 6 gezogen wird:> wuerfelergebnisse<-sample(1:6,size=10,repla
e=TRUE)> wuerfelergebnisse[1℄ 1 4 4 3 4 6 3 3 6 5> Anteil<-sum(wuerfelergebnisse==6)/length(wuerfelergebnisse)> Anteil[1℄ 0.2Mit den R-Funktionen table und barplot können die absoluten Häu�gkeiten der Zahlen 1,2,3,4,5,6bei N Würfelwürfen ermittelt und ans
hlieÿend gra�s
h in einem Balkendiagramm dargestellt wer-den. Um drei Gra�ken in einer darzustellen, wird hier auÿerdem die R-Funktion par mit dem Argu-ment mfrow=
(1,3) benutzt, wobei 
(1,3) bedeutet , dass die Gra�ken in Form einer 1× 3-Matrixangeordnet werden, d.h. eine Zeile mit 3 Spalten.> par(mfrow=
(1,3))> w<-wuerfel(100)> t<-table(w$Wuerfelergebniss)> barplot(t/100,main="N=100",ylim=
(0,0.3))> w<-wuerfel(1000)> t<-table(w$Wuerfelergebniss)> barplot(t/1000,main="N=1000",ylim=
(0,0.3))> w<-wuerfel(10000)> t<-table(w$Wuerfelergebniss)> barplot(t/10000,main="N=10000",ylim=
(0,0.3))Insbesondere können wir untersu
hen, wie si
h der Anteil der Se
hsen entwi
kelt, wenn die Anzahl
N der Würfelwürfe immer gröÿer wird. Die Datei Anteil Se
hsen Plot.as
 enthält die FunktionAnteil.der.Se
hsen.Plot, nämli
h:"Anteil.der.Se
hsen.Plot" <-fun
tion (){# Plottet den Anteil der Se
hsen für Wurfanzahlen von 10 bis 500plot(seq(0,500,50),seq(0,500,50)*0+1/6,xlab="Wurfanzahl",ylab="Anteil der Se
hsen", ylim=
(0,1/2),type="l")for(N in seq(10,500,10)){points(N,wuerfel(N)$Anteil,p
h=16)}}
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Abbildung 9.1.1: Relative Häu�gkeiten bei N WürfelwürfenDiese Funktion zei
hnet mit plot als erstes eine waagere
hte Linie bei 1/6. Dann werden in einerfor-S
hleife sukzessive mit points die Anteile der Se
hsen als Punkte hinzugefügt. Sie wird mitfolgendem Befehl aufgerufen:> Anteil.der.Se
hsen.Plot()
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Abbildung 9.1.2: Relative Häu�gkeiten der Se
hsen mit wa
hsendem NDie Abbildung 9.1.2 zeigt, dass die relative Häu�gkeit der Se
hs um den Wert 1/6 streut und dassdiese Streuung um so geringer wird, desto höher die Anzahl N der Würfelwürfe wird. Es sieht soaus, dass die relative Häu�gkeit der Se
hs gegen 1/6 konvergiert. Natürli
h haben wir dieses Wissens
hon in die Konstruktion der Zufallszahlen, die die Würfelergebnisse simulieren, hineingeste
kt.Aber mit einem ri
htigen Würfel würde man das glei
he Verhalten bekommen.
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hs im Würfelwurf mit der Wahrs
heinli
hkeit 1/6 zu verbinden, war historis
hkein einfa
her S
hritt. Dieser Wert, der als Grenzwert auftritt, wird ja nie im endli
hen Fall beob-a
htet. Im endli
hen Fall treten mit den relativen Häu�gkeiten, die man nur beoba
hten kann, allemögli
hen Werte auf und, wenn N ni
ht dur
h 6 teilbar ist, tritt 1/6 als relative Häu�gkeit gar ni
htauf. No
h s
hwieriger war es, ein mathematis
hes Konzept zu entwi
keln, mit dem das Gesetz dergroÿen Zahlen au
h mathematis
h bewiesen werden kann. Dieses Konzept wurde erst vollständig- in axiomatis
her Weise - in den zwanziger Jahren des letzten Jahrhundert entwi
kelt.In den folgenden Abs
hnitten wird dieser axiomatis
her Ansatz zur Bes
hreibung des Zufalls vor-gestellt und dann wird gezeigt, wie man damit arbeiten kann. Für dieses Konzept sind einige men-gentheoretis
he Begri�e notwendig.
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Kapitel 10Mengentheoretis
he Grundlagen
Bei der Modellierung zufällsabhängiger Vorgänge werden zunä
hst die mögli
hen Ergebnisse an-gegeben, die als Konsequenz dieser Vorgänge mögli
h sind. Zwei Konsequenzen müssen einanderauss
hlieÿen.10.0.2 De�nitionDie Menge aller mögli
hen Ergebnisse ω eines Zufallsvorgangs (Zufallsexperiments) wird Grund-menge (Grundraum, Ergebnisraum) genannt und mit dem grie
his
hen Bu
hstaben Ω bezei
hnet:

Ω = {ω |ω ist mögli
hes Ergebnis eines zufallsabhängigen Vorgangs}.Eine Menge von Ergebnissen heiÿt Ereignis. Ereignisse werden mit groÿen lateinis
hen Bu
h-staben A,B,C, . . . bezei
hnet. Ein Ereignis, das genau ein Ergebnis als Element besitzt, heiÿt Ele-mentarereignis.10.0.3 Beispiel (Würfelwurf)Wir betra
hten das Zufallsexperiment eines einfa
hen Würfelwurfs. Die mögli
hen Ergebnisse sinddie Zi�ern 1, . . . , 6, d.h. die Grundmenge ist Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Elementarereignisse sind {1}, {2},
{3}, {4}, {5} und {6}. Man bea
hte, dass Elementarereignisse Mengen sind, während ErgebnisseElemente sind. Andere Ereignisse sind etwa:

• gerade Zi�er: A = {2, 4, 6},
• ungerade Zi�er: B = {1, 3, 5},
• Zi�er kleiner als 5: C = {1, 2, 3, 4},
• Zi�er ist Summe zweier vers
hiedener Zi�ern: D = {3, 4, 5, 6},
• Zi�er ist Primzahl: E = {2, 3, 5},
• Zi�er ist kleiner glei
h 6: F = {1, 2, 3, 4, 5, 6} = Ω.



76 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201210.0.4 Beispiel (Ergebnisraum, Grundraum)Experiment Grundraum Ω Element ωa) Würfelwurf {1, . . . , 6} gewürfelte Augenzahlb) Münzwurf { Kopf (K), Zahl (Z) } obere Seite der geworfenenMünze
) Roulette {0, 1, . . . , 36} Ergebnis des Drehradesd) Warten auf erste �6� beimWürfeln N ∪ {∞} ω ∈ N: erste �6� tritt im ω-tenWurf auf;
ω = ∞: es tritt keine �6� aufe) Lotto �6 aus 49� {(ω1, . . . , ω6) :

1 ≤ ω1 < · · · < ω6 ≤ 49}
ωi ist Nr. der i-t gröÿten gezo-genen Kugelf) Defektstelle einer Leitung(Gas, Telefon) der Länge 1km [0, 1] Defekt an der Stelle ωg) Windri
htung an einer Meÿ-stelle [0, 360) ω bezei
hnet den Winkel derWindri
htung (z.B. Nord: ω =
0◦; Ost: ω = 90◦, et
.)h) Wartezeit bis zum Ausfall ei-ner Mas
hine [0, T ) Zeit bis zum Ausfall (Hö
hst-grenze T )i) Temperaturverlauf am Tage xan einer Wetterstation {ω : [0, 24) → [−273,∞),

ω stetige Funktion }
Temperaturverlauf von 0 Uhrbis 24 Uhr in ◦ Celsius, ω(t)ist Temperatur zur Zeit t.Ereignisse sind Teilmengen des Grundraums Ω. Damit können die für Mengen de�nierten Verknüp-fungen auf Ereignisse angewendet werden. Als Abkürzung für die Aussage Das Ergebnis ω ist imEreignis A enthalten wird kurz ω ∈ A ges
hrieben. Seien A,B,C und Ai, i ∈ I, Ereignisse, wobei Ieine Indexmenge ist.

• S
hnittereignis zweier Mengen: A ∩ B = {ω ∈ Ω |ω ∈ A und ω ∈ B}Gilt für die Ereignisse A und B: A ∩ B = ∅, so heiÿen A und B disjunkte Ereignisse.
• S
hnittereignis beliebig vieler Mengen: ⋂

i∈I

Ai = {ω ∈ Ω |ω ∈ Ai für jedes i ∈ I}Die Ereignisse Ai, i ∈ I, heiÿen paarweise disjunkt, falls für jeweils zwei vers
hiedene Indizes
i, j ∈ I gilt: Ai ∩ Aj = ∅.

• Vereinigungsereignis zweier Mengen: A ∪ B = {ω ∈ Ω |ω ∈ A oder ω ∈ B}

• Vereinigungsereignis beliebig vieler Mengen:⋃
i∈I

Ai = {ω ∈ Ω | es gibt ein i ∈ I mit ω ∈ Ai}

• Teilereignis: A ⊂ B: Für jedes ω ∈ A gilt ω ∈ B

• Komplementärereignis:Ac = Ω\A = {ω ∈ Ω |ω 6∈ A} = {ω ∈ Ω |ω ni
ht Element von A};
Ac heiÿt Komplement von A (in Ω)
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• Di�erenzereignis: B\A = {ω ∈ Ω |ω ∈ B und ω 6∈ A} = B ∩ Ac = B\(A ∩ B);

B\A heiÿt Komplement von A in B

• Distributivgesetz:
(A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

• Regeln von de Morgan:
(A ∩ B)c = Ac ∪ Bc, (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc.Die Spre
hweisen sind in folgender Tabelle zusammengestellt.Mathematis
hes Objekt Interpretation

Ω Grundraum, Ergebnisraum
ω ∈ Ω (mögli
hes) Ergebnis

A Ereignis
A Menge aller Ereignisse
Ω si
heres Ereignis
∅ unmögli
hes Ereignis

ω ∈ A Ereignis A tritt ein
ω ∈ Ac Ereignis A tritt ni
ht ein

ω ∈ A ∪ B Ereignis A oder Ereignis B tritt ein
ω ∈ A ∩ B Ereignis A und Ereignis B treten ein

A ⊂ B Eintreten von Ereignis A impliziert das Eintreten von Ereignis B

A ∩ B = ∅ Ereignisse A und B s
hlieÿen einander aus
ω ∈

⋃

i∈I

Ai mindestens ein Ereignis Ai, i ∈ I, tritt ein
ω ∈

⋂

i∈I

Ai alle Ereignisse Ai, i ∈ I, treten ein
10.0.5 BeispielGegeben sei das Zufallsexperiment eines Würfelwurfs mit zwei symmetris
hen Würfeln. Dann istder Grundraum Ω gegeben dur
h

Ω = {(i, j) | i, j = 1, . . . , 6} = {(1, 1), (1, 2), . . . , (1, 6), (2, 1), . . . , (5, 6), (6, 1), . . . , (6, 6)}.Wir betra
hten nun die Ereignisse A, B, C und D mit A =̂ erste Zi�er gerade, B =̂ Summe beiderZi�ern ist gerade, C =̂ erste Zi�er ist eine Se
hs und D =̂ beide Zi�ern sind glei
h. Dann gilt:
A = {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
B = {(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5),(4,2),(4,4),(4,6),(5,1),(5,3),(5,5),(6,2),(6,4),(6,6)}
C = {(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
D = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}
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A ∩ B = {(2, 2), (2, 4), (2, 6), (4, 2), (4, 4), (4, 6), (6, 2), (6, 4), (6, 6)}
A ∪ B = Ω\{(1, 2), (1, 4), ((1, 6), (3, 2), (3, 4), (3, 6), (5, 2), (5, 4), (5, 6)}
A\B = {(2, 1), (2, 3), (2, 5), (4, 1), (4, 3), (4, 5), (6, 1), (6, 3), (6, 5)}
C\A = ∅

D ∩ B = D

C ∩ D = {(6, 6)}
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Kapitel 11Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe,Wahrs
heinli
hkeitsräume
11.0.6 De�nition (Kolmogorov-Axiome, Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ)Seien Ω ein Grundraum und A die Menge aller Ereignisse über Ω. Dann heiÿt die AbbildungP : A → [0, 1], A 7→ P(A),ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ, falls sie folgende Eigens
haften besitzt:1. 0 ≤ P(A) ≤ 1 für jedes Ereignis A ∈ A2. P(Ω) = 13. P(

∞⋃

i=1

Ai) =

∞∑

i=1

P(Ai) für alle paarweise disjunkten Ereignisse A1, A2, . . .Der Wert P(A) für ein Ereignis A heiÿt Wahrs
heinli
hkeit von A. Das Tripel (Ω,A,P) heiÿtWahrs
heinli
hkeitsraum.Die in obiger De�nition angegebenen drei Eigens
haften heiÿen Kolmogorov-Axiome. Aus ihnenlassen si
h einige Folgerungen für Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe ableiten.11.0.7 Bemerkung (Eigens
haften von Wahrs
heinli
hkeitsmaÿen)1. P(∅) = 0, d.h. die Wahrs
heinli
hkeit des unmögli
hen Ereignisses ist null.2. Gilt A ⊂ B, so folgt P(B\A) = P(B) − P(A).3. P(Ac) = 1 − P(A).4. Gilt A ⊂ B, so folgt P(A) ≤ P(B).5. P(A ∪ B) = P(A) + P(B), falls A und B disjunkt sind.
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heinli
hkeitsräume6. P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) für beliebige Ereignisse A und B.7. P(A ∪ B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C) − P(A ∩ B) − P(B ∩ C) − P(A ∩ C) + P(A ∩ B ∩ C).8. P(A∪B∪C∪D) = P(A)+P(B)+P(C)+P(D)−P(A∩B)−P(B∩C)−P(A∩C)−P(A∩D)−P(B∩D)−P(C∩D)+P(A∩B∩C)+P(A∩B∩D)+P(A∩D∩C)+P(D∩B∩C)−P(A∩B∩C∩D).9. Poin
aré-Sylvester-Formel:
P
(⋃N

n=1 An

)
=
∑N

m=1(−1)m+1
∑

1≤n1<...<nm≤N P (An1 ∩ . . . ∩ Anm).11.0.8 BeispielEine Mas
hine kann dur
h genau drei Ursa
hen ausfallen. Die Ereignisse A1, A2, A3 bezei
hnen dieEreignisse, dass die Mas
hine wegen Ursa
he 1, 2 bzw. 3 ausfällt. Aus Erfahrung kann ein Mas
hinistsagen, mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit eine bestimmte Ursa
he bzw. eine Kombination von Ursa
henauftritt. Der Mas
hinist gibt folgende Wahrs
heinli
hkeiten an:P(A1) = 0.08, P(A2) = 0.12, P(A3) = 0.05P(A1 ∩ A2) = P(A1 ∩ A3) = P(A2 ∩ A3) = 0.02, P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = 0.01Daraus werden folgende Wahrs
heinli
hkeiten bere
hnet:
• die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Mas
hine ausfällt, ist: P(A1 ∪ A2 ∪ A3) = 0.2.
• die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Mas
hine ni
ht ausfällt, ist:P((A1 ∪ A2 ∪ A3)

c) = 0.8.
• die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Mas
hine nur wegen Ursa
he 2 ausfällt, ist: P(A2 ∩ (A1 ∪

A3)
c) = 0.09.11.1 Diskrete Wahrs
heinli
hkeitsräumeIm vorhergehenden Abs
hnitt wurden Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe über Grundräumen de�niert. Dabeimuÿ gemäÿ De�nition die Wahrs
heinli
hkeit für jedes Ereignis A de�niert werden, wobei gewisseNebenbedingungen erfüllt sein müssen. Das aufwendige Verfahren, jedem Ereignis eine Wahrs
hein-li
hkeit zuweisen zu müssen, läÿt si
h in einigen Fällen deutli
h vereinfa
hen. Ein erstes Beispielsind diskrete Wahrs
heinli
hkeitsräume.11.1.1 De�nition (diskreter Wahrs
heinli
hkeitsraum)Seien Ω = {ω1, ω2, . . . } ein endli
her oder abzählbar unendli
her Grundraum und P ein Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿ auf Ω. Dann heiÿt (Ω,P) diskreter Wahrs
heinli
hkeitsraum.11.1.2 BeispielSeien Ω = {0, 1} und P({0} = P({1}) = 1

2 , P({0, 1}) = 1. Dann ist (Ω,P) ein diskreter Wahrs
hein-li
hkeitsraum.
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haften, WS 2011/2012 81Im Fall eines diskreten Wahrs
heinli
hkeitsraumes rei
ht es die Wahrs
heinli
hkeiten für die Ele-mentarereignisse {wi} festzulegen. Diese ermögli
hen dann mittels der Re
henregeln für Wahrs
hein-li
hkeiten die Bere
hnung der Wahrs
heinli
hkeit eines beliebigen Ereignisses. Für jedes Ergebnis
ωi ∈ Ω genügt es daher, eine Zahl pi ∈ [0, 1] anzugeben und die Wahrs
heinli
hkeit von {ωi} dur
hP({ωi}) = pi festzulegen. Dabei muÿ die Bedingung ∞∑

i=1

pi = 1 erfüllt sein. Für ein beliebigesEreignis A bere
hnet si
h die Wahrs
heinli
hkeit P(A) dann gemäÿ der Vors
hrift:P(A) =
∑

i:ωi∈A

pi.11.1.3 Beispiel (Würfelwurf)Bei einem symmetris
hen Würfel wird angenommen, dass die Wahrs
heinli
hkeit eine bestimmteZi�er zu werfen glei
h ist. Das bedeutet für die Wahrs
heinli
hkeiten der Elementarereignisse: pi =P({i}) = 1
6 , i = 1, . . . , 6. Mittels dieser De�nition lassen si
h die Wahrs
heinli
hkeiten aller anderenEreignisse bestimmen, z.B.:

• gerade Zahl: P({2, 4, 6}) = p2 + p4 + p6 = 3
6 = 1

2 .
• Primzahl: P({2, 3, 5}) = p2 + p3 + p5 = 3

6 = 1
2 .

• Quadratzahl: P({1, 4}) = p1 + p4 = 2
6 = 1

3 .
• Summe zwei vers
hiedener Zahlen: P({3, 4, 5, 6}) = p3 + p4 + p5 + p6 = 4

6 = 2
3 .11.1.4 BeispielBei einem Glü
ksrad mit vier Feldern ist der Anteil der Felder wie folgt gegeben:

ω1=̂ Feld 1: 1
5 ω2=̂ Feld 2: 1

4 ω3=̂ Feld 3: 1
2 .Aus diesen Vorgaben ergibt si
h wegen P(Ω) = 1 für die Wahrs
heinli
hkeit des vierten Feldes(=̂ω4):

p4 = P({ω4}) = 1 − P({ω4}c)

= 1 − P({ω1, ω2, ω3}) = 1 − (P({ω1}) + P({ω2}) + P({ω3}))

= 1 − p1 − p2 − p3 = 1 − 1

5
− 1

4
− 1

2
=

1

20
.Erhält man einen Gewinn, wenn ein Feld mit gerader Nummer als Ergebnis auftritt, so beträgt dieWahrs
heinli
hkeit zu gewinnen:P({2, 4}) = p2 + p4 =

1

4
+

1

20
=

3

10
= 0.3.Umgekehrt verliert man seinen Einsatz mit Wahrs
heinli
hkeit 0.7.
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e-RäumeEine weitere Mögli
hkeit Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe zu de�nieren ist dur
h folgende Vorgehenswei-se gegeben. Sei Ω = {ω1, . . . , ωn} eine endli
he Menge mit n Elementen. Dann wird dur
h dieVors
hriftP(A) =
|A|
|Ω| =

|A|
n

, A Ereignis, |A| bezei
hnet die Anzahl der Elemente von A,ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ de�niert. Das auf diese Weise de�nierte Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ P wirdals Lapla
e-Verteilung oder diskrete Glei
hverteilung auf Ω bezei
hnet. (Ω,P) heiÿt Lapla
e-Raum über Ω. Insbesondere ist ein Lapla
e-Raum ein diskreter Wahrs
heinli
hkeitsraum.In Lapla
e-Räumen ist die Bere
hnung von Wahrs
heinli
hkeiten aber besonders einfa
h. Zunä
hstgilt für jedes Elementarereignis:P({ωi}) =
1

|Ω| =
1

n
,d.h. die Wahrs
heinli
hkeit eines jeden Elementarereignisses ist glei
h 1

n . Die Wahrs
heinli
hkeiteines beliebigen Ereignisses bere
hnet si
h aus der Anzahl von Elementen des Ereignisses. Bezei
hnetman diese Ergebnisse als günstige Fälle, so erhält man die Merkregel:P(A) =
|A|
|Ω| =

Anzahl günstiger FälleAnzahl mögli
her Fälle .11.2.1 BeispielDer einfa
he Würfelwurf wird modelliert dur
h die Grundmenge Ω = {1, . . . , 6} und die Lapla
e-Verteilung auf Ω. Für ein beliebiges Ereignis A erhält man daher die Wahrs
heinli
hkeit dur
hP(A) = |A|
6 .11.2.2 Beispiel (Ein Problem des Chevalier de Meré, 1607-1685)Analog zu Beispiel 6.4 wird der dreifa
he Würfelwurf dur
h den Grundraum

Ω = {(i, j, k) | i, j, k = 1, . . . , 6}modelliert. P bezei
hne die Lapla
e-Verteilung auf Ω, d.h., es wird angenommen, jedes Ergebnis
(i, j, k) besitzt die glei
he Wahrs
heinli
hkeit. Wir betra
hten die Ereignisse A = Augensumme 11und B = Augensumme 12 und fragen, wel
hes Ereignis höhere Wahrs
heinli
hkeit hat. Zunä
hstbetra
hten wir die Mögli
hkeiten, die Zahlen 11 und 12 als Summe dreier Zahlen aus der Menge
{1, . . . , 6} zu s
hreiben:

11 : 1 + 4 + 6; 1 + 5 + 5; 2 + 3 + 6; 2 + 4 + 5; 3 + 3 + 5; 3 + 4 + 4

12 : 1 + 5 + 6; 2 + 4 + 6; 2 + 5 + 5; 3 + 3 + 6; 3 + 4 + 5; 4 + 4 + 4.Insgesamt hat man daher jeweils 6 Mögli
hkeiten, die Zahlen 11 und 12 zu kombinieren, was glei
heWahrs
heinli
hkeit beider Ereignisse nahelegt. Zur Bere
hnung der Wahrs
heinli
hkeit s
hreiben wir
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A = {(i, j, k) ∈ Ω | i + j + k = 11}

= {(1,4,6),(1,6,4),(4,1,6),(4,6,1),(6,1,4),(6,4,1),(1,5,5),(5,1,5),(5,5,1),(2,3,6),(2,6,3),(3,2,6),(3,6,2),(6,2,3),(6,3,2),

(2,4,5),(2,5,4),(4,2,5),(4,5,2),(5,2,4),(5,4,2),(3,3,5),(3,5,3),(5,3,3),(3,4,4),(4,3,4),(4,4,3)},
B = {(i, j, k) ∈ Ω | i + j + k = 12}

= {(1,5,6),(1,6,5),(5,1,6),(5,6,1),(6,1,5),(6,5,1),(2,4,6),(2,6,4),(4,2,6),(4,6,2),(6,2,4),(6,4,2),(2,5,5),(5,2,5),(5,5,2),

(3,3,6),(3,6,3),(6,3,3),(3,4,5),(3,5,4),(4,3,5),(4,5,3),(5,3,4),(5,4,3),(4,4,4)}.Daher gilt |A| = 27 und |B| = 25, so dass wegen |Ω| = 63 = 216: P(A) = 27
216 = 1

8 = 0.125 undP(B) = 25
216 = 0.116. Das Ereignis A hat somit eine höhere Eintrittswahrs
heinli
hkeit. De Meréhatte diesen Unters
hied bemerkt, konnte ihn aber ni
ht na
hweisen.Liegt ein Lapla
e-Raum vor, so reduziert si
h die Bere
hnung von Wahrs
heinli
hkeiten also auf dasAbzählen von Elementen eines Ereignisses. Mittels einer aufzählenden Darstellung eines Ereignissesläÿt si
h die Bere
hnung auf simple, wenn au
h oft mühsame Weise, dur
hführen. Das systema-tis
he Abzählen von Mengen ist Gegenstand der Kombinatorik, auf die hier aber ni
ht weitereingegangen wird.11.2.3 ÜbungsaufgabeÄndern Sie die Funktion wuerfel so ab, dass die Wahrs
heinli
hkeit eine 6 zu würfeln 1/4 ist und dieWahrs
heinli
hkeit eine 1,2,3,4 oder 5 zu würfeln jeweils glei
h ist. Simulieren Sie diesen verfäls
htenWürfel 1000 mal und verglei
hen Sie den Anteil der Se
hsen mit denen des unverfäls
hten Würfels.
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Kapitel 12Zufallsvariablen und deren Verteilungen
In vielen Situationen sind die Elemente ω des Grundraumes Ω eines Zufallsexperiments selbst ni
htvon Interesse, sondern ledigli
h eine bestimmte Eigens
haft der Elemente ω, wie etwa die Brenndauereiner Glühbirne, die Summe der Augenzahlen zweier Würfel, die Anzahl von Se
hsen bei 1000Würfelwürfen.12.0.4 BeispielBeim zweifa
hen Würfelwurf ist der Grundraum gegeben dur
h Ω = {(i, j) | i, j ∈ {1, . . . , 6}. Ist dieAugensumme beider Würfe von Interesse, so läÿt si
h dies dur
h eine Abbildung X bes
hreiben:

X : Ω −→ R

(i, j) 7→ i + j.Eine Abbildung X : Ω −→ R wird im folgenden als Zufallsvariable bezei
hnet. Jedem Element
ω ∈ Ω wird eine reelle Zahl als Funktionswert zugeordnet. Dieser Wert X(ω) heiÿt Realisationvon X.
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R

X(ω1)X(ω2)Beispiele für Zufallsvariablen sind etwa:
• Münzwurf: Ω = {Kopf,Zahl}, X : Ω → R de�niert dur
h X(Kopf) = 0, X(Zahl) = 1.
• zweifa
her Würfelwurf: X = Augensumme.
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• Y = Anzahl Se
hsen bei 1000 Würfelwürfen
• Z = Anzahl Kunden eines Ges
häftes an einem Tag.
• W = Reifendru
k.
• V = Laufzeit einer Mas
hine.
• U = Abwei
hung einer Füllmenge von einem Sollwert.12.0.5 BemerkungIn den obigen Beispielen wurde meist der zugrunde liegende Grundraum Ω ni
ht angegeben,sondern ledigli
h die Abbildung spezi�ziert. Es wird also nur angegeben, wel
he Gröÿe un-tersu
ht werden soll (z.B. Reifendru
k, Laufzeit, Abwei
hung, et
.) Diese Vorgehensweise isttypis
h, da im allgemeinen die Realisationen einer Zufallsgröÿe X von Interesse sind. DerGrundraum Ω wird i.a. verna
hlässigt. Die Verteilungsannahmen werden bei diesem Vorgehenunmittelbar an die Zufallsvariable X gestellt.Oft sind au
hmehrdimensionale Zufallsvariablen von Interesse (z.B. Laufzeiten zweier Mas
hi-nen). Mehrdimensionale Zufallsvariablen werden als Vektoren ges
hrieben, z.B.:

(X,Y ), (U, V,W ), (X1, . . . ,Xn).

(X1, . . . ,Xn) hat dann Werte (x1, . . . , xn) ∈ R
n und heiÿt n-dimensionale Zufallsvariable. Vonbesonderer Bedeutung ist im folgenden der Fall n = 2. Für diesen wird i.a. die S
hreibweise (X,Y )verwendet.12.1 Verteilung eindimensionaler ZufallsvariablenDie Wahrs
heinli
hkeitsverteilung oder kurz Verteilung einer Zufallsvariablen X ist de�niertdur
hPX(B) = P(X ∈ B) = P({ω ∈ Ω |X(ω) ∈ B}), B ⊂ R.Diese Festlegung der Verteilung PX von X über die Ereignisse B ist i.a. zu aufwendig. Zur Bes
hrei-bung der Verteilung PX rei
ht es aber die Wahrs
heinli
hkeit von Intervallen des Typs (−∞, x],

x ∈ R, anzugeben. Diese legen die Verteilung PX eindeutig fest und haben eine interessante Inter-pretation. PX((−∞, x]) = P(X ≤ x) ist die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass die Zufallsvariable Xden Wert x ni
ht übersteigt. Mittels dieser Intervalle wird die Verteilungsfunktion der Zufallsva-riablen X de�niert.12.1.1 De�nition (Verteilungsfunktion)Sei X eine Zufallsvariable über einem Grundraum Ω. Dann heiÿt die Funktion F = FX : R → [0, 1]de�niert dur
h
F (x) = PX((−∞, x]) = P(X ≤ x) = P({ω ∈ Ω |X(ω) ≤ x}), x ∈ R.Verteilungsfunktion von X.
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haften, WS 2011/2012 8712.1.2 BemerkungDie Verteilungsfunktion ist das wahrs
heinli
hkeitstheoretis
he Pendant zur empiris
hen Vertei-lungsfunktion. Es besitzt daher au
h ähnli
he Eigens
haften:
• lim

x→−∞
F (x) = 0, lim

x→∞
F (x) = 1

• F ist monoton wa
hsend, d.h. für x < y gilt: F (x) ≤ F (y)

• F ist re
htsseitig stetig, d.h. limx↓z+ F (x) = F (z)

• P(a < X ≤ b) = F (b) − F (a) für a < b

• P(X > a) = 1 − F (a)Wie bei Merkmalen unters
heidet man zwis
hen diskreten und stetigen Zufallsvariablen. In derersten Situation ist die zugehörige Verteilungsfunktion F eine Treppenfunktion mit hö
hstensabzählbar vielen Sprungstellen, in der zweiten Situation ist die Verteilungsfunktion der Zufallsva-riablen X stetig. In Analogie bezei
hnet man die zugehörigen Verteilungen als diskret bzw. stetig.12.1.3 Spezialfall (Diskrete Zufallsvariablen)
F ist eine Treppenfunktion mit hö
hstens abzählbar vielen Sprungstellen, so dass F zwis
henzwei Sprungstellen insbesondere konstant ist. Im folgenden sei angenommen, dass es eine klein-ste Sprungstelle gebe. Betra
hten wir nun die Menge der Sprungstellen {x1, x2, x3, . . .}, wobei
x1 < x2 < x3 < · · · , und de�nieren

pi = P(X = xi) = P({ω ∈ Ω |X(ω) = xi}),so erhält man folgende Darstellung der Verteilungsfunktion:
F (x) = P(X ≤ x) =

∑

i:xi≤x

pi.Insbesondere erhält man die (au
h für empiris
he Verteilungsfunktionen) 
harakteristis
he Darstel-lung:
x1 x2 x3 x4

x

p1

p1 + p2

p1 + p2 + p3

p1 + p2 + p3 + p4

F (x)
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Daraus folgen für eine diskreten Zufallsvariable die Eigens
haften:1. P(X = xi) = F (xi) − F (xi−1) = pi, i ≥ 2.2. P(X = x) = 0, x 6∈ {x1, x2, . . . }.



88 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201212.1 Verteilung eindimensionaler ZufallsvariablenEine diskrete Zufallsvariable hat also hö
hstens abzählbar viele Werte, die positive Wahrs
heinli
h-keit besitzen. Die mittels der Werte p1, p2, . . . de�nierte Funktion
p : R → [0, 1], p(x) =

{
pi, x = xi, i ∈ N,

0, x 6= xi.heiÿt Zähldi
hte von X. Dur
h Angabe dieser Zähldi
hte ist die Verteilung einer diskreten Zufalls-variable eindeutig festgelegt. Im nä
hsten Abs
hnitt werden einige wi
htige diskrete Verteilungenvorgestellt.12.1.4 BeispielIm Experiment des zweifa
hen Würfelwurfs wird die Zufallsvariable X = Augensumme beider Wür-fel betra
htet: X((i, j)) = i + j. Aus dem Würfelexperiment ist klar, dass als Augensumme nur dieZahlen 2, . . . , 12 (mit positiver Wahrs
heinli
hkeit) auftreten. Wir bere
hnen daher die Wahrs
hein-li
hkeiten P(X = k), k = 2, . . . , 12.Für k = 2 gilt: P(X = 2) = P({(1, 1)}) = 1
36 . Für die Augensumme 4 erhält man P(X = 4) =P({(1, 3), (2, 2), (3, 1)}) = 1

12 . Insgesamt erhält man:
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12P(X = k) 1

36
2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

.Dies liefert die Verteilungsfunktion:
F (x) =





0, x < 2
1
36 , 2 ≤ x < 3,
3
36 , 3 ≤ x < 4,
6
36 , 4 ≤ x < 5,
10
36 , 5 ≤ x < 6,
15
36 , 6 ≤ x < 7,
21
36 , 7 ≤ x < 8,
26
36 , 8 ≤ x < 9,
30
36 , 9 ≤ x < 10,
33
36 , 10 ≤ x < 11,
35
36 , 11 ≤ x < 12,

1, 12 ≤ x.
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 120.00.20.4

0.60.81.0
..................................................

..................................................

..................................................

..................................................

..................................................

..................................................

..................................................

..................................................

..................................................

..................................................

....................................................................................................

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•
•

F (x)

x12.1.5 BeispielEin Münzwurf werde beliebig oft unabhängig dur
hgeführt, wobei die Wahrs
heinli
hkeit für Kopfdur
h eine Zahl p ∈ (0, 1) gegeben sei. Die Zufallsvariable X bes
hreibe die Wartezeit bis zum erstenMal Kopf auftritt. Da das erste Mal Kopf in einem beliebigen Wurf 1, 2, 3, . . . auftreten kann, sindfür die Wartezeit bis zum Eintritt dieses Ereignisses die Werte 0, 1, 2, . . . mögli
h. Bezei
hne Aj ,
j ∈ N, das Ereignis, dass im j-ten Wurf Zahl auftritt. Dann gilt na
h Voraussetzung A1, A2, . . . sind(gemeinsam) sto
hastis
h unabhängig und P(Aj) = 1 − p, j ∈ N. Sei k die Wartezeit, dann gilt für

• k = 0: P(X = 0) = P(Ac
1) = p
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• k = 1: P(X = 1) = P(A1 ∩ Ac

2) = P(A1) · P(Ac
2) = (1 − p)p

• k ∈ N: P(X = k) = P(A1 ∩ · · · ∩ Ak ∩ Ac
k+1) =

(
k∏

j=1
P(Aj)

)P(Ac
k+1) = (1 − p)kpInsgesamt gilt also P(X = k) = p(1− p)k, k ∈ N0 = N∪ {0}. Diese Verteilung heiÿt geometris
heVerteilung mit Parameter p.12.1.6 Spezialfall (Stetige Zufallsvariablen)Eine Zufallsvariable X heiÿt stetig, wenn ihre Verteilungsfunktion F eine stetige Funktion ist. Ent-spra
hen diskrete Zufallsvariablen den quantitativ-diskreten Merkmalen im Berei
h der deskriptivenStatistik, so bilden stetige Zufallsvariablen das Pendant zu quantitativ-stetigen Merkmalen.Im folgenden werden zur Vereinfa
hung nur sol
he Verteilungsfunktionen betra
htet, die si
h mittelseines Riemann-Integrals darstellen lassen:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt, x ∈ R,wobei f eine reellwertige, Riemann-integrierbare Funktion ist mit

f(x) ≥ 0, x ∈ R, und ∫ ∞

−∞
f(t) dt = 1.

f wird als Di
htefunktion von X bzw. kurz als Di
hte von X bezei
hnet. Der Wert der Ver-teilungsfunktion F an der Stelle z ist somit der Wert der Flä
he, die dur
h die x-A
hse und denGraphen der Funktion f einges
hlossen wird und na
h re
hts dur
h die senkre
hte Gerade dur
hden Punkt (z, 0) begrenzt ist (s
hattierte Flä
he):

z
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F (z)

f(x)

Für die hier betra
hteten stetigen Verteilungsfunktionen gelten folgende Eigens
haften:1. P(a < X ≤ b) = P(a ≤ X ≤ b) = P(a ≤ X < b) = P(a < X < b) = F (b) − F (a), a ≤ b, d.h.es spielt keine Rolle, ob die Grenzen dazu genommen werden oder ni
ht!2. P(X = x) = 0 für alle x ∈ R, d.h. jeder Wert x ∈ R tritt mit Wahrs
heinli
hkeit 0 auf!3. F ′(x) = f(x), d.h. die Ableitung der Verteilungsfunktion ist die Di
htefunktion.



90 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201212.2 Verteilung mehrdimensionaler Zufallsvariablen12.1.7 BeispielVon der Wartezeit X [in min℄ eines Kunden an einer Supermarktkasse werde angenommen, dass dieVerteilung PX die Verteilungsfunktion
F (x) =

{
0, x < 0,

1 − e−x
2 , x ≥ 0,habe. Dann gilt für die Wahrs
heinli
hkeit, dass der Kunde hö
hstens 5 min warten muÿ: P(X ≤

5) = F (5) = 1 − e−2.5 = 0.918, d.h. der Kunde muÿ mit einer Wahrs
heinli
hkeit von hö
hstens8.2% länger als 5 min warten. Die Wahrs
heinli
hkeit, dass er zwis
hen 3 und 6 Minuten anstehenmuÿ, beträgt:P(3 ≤ X ≤ 6) = F (6) − F (3) = e−1.5 − e−3 = 0.173.Für die Di
htefunktion f gilt: f(x) = 0, falls x < 0, und f(x) = 1
2e−x

2 , x ≥ 0.Weitere Verteilungsbeispiele sind im nä
hsten Abs
hnitt angegeben.12.1.8 ÜbungsaufgabeSimulieren Sie einen einfa
hen Würfelwurf mit N = 1000 und erstellen Sie dafür mithilfe vonplot(e
df(wuerfel(1000)$ Wuerfelergebnisse)) die empris
he Verteilungsfunktion der Zufalls-zahlen, die die theoretis
he Verteilungsfunktion approximiert. Ändern Sie die Funktion wuerfel soab, dass diese Zufallszahlen gemäÿ der Zufallsvariable X eines verfäls
hten Würfels ergibt mit
P (X = 6) =

1

5
, P (X = 1) = P (X = 2) = P (X = 3) = P (X = 4) = P (X = 5).Simulieren Sie diesen verfäls
hten Würfel au
h 1000 mal und stellen Sie die empiris
he Verteilungs-funktion dieser Zufallszahlen wie für den unverfäls
hten Würfel dar.12.1.9 ÜbungsaufgabeDie Verteilungsfunktion F der Zufallsvariablen X sei folgendermaÿen gegeben:

F (x) =

{
0, für x < 2,

1 − 1
k für k ≤ x < k + 1, k ∈ N \ {0, 1}.Skizzieren Sie diese Verteilungsfunktion und bestimmen Sie aus der Verteilungsfunktion folgendeWahrs
heinli
hkeiten: (a) P (X < 2), (b) P (X ≤ 2), (
) P (X ≤ 3),(d) P (X > 3), (e) P (2 < X ≤ 3), (f) P (X /∈ (2, 3]),(g) P (2 < X < 3), (h) P (X ∈ [2, 3]).12.2 Verteilung mehrdimensionaler ZufallsvariablenWir betra
hten im folgenden den Fall zweier Zufallsvariablen X und Y . Der Zufallsvektor (X,Y )nehme Werte im R

2 an, d.h. die Realisationen von (X,Y ) sind Paare (x, y) mit x, y ∈ R. Die



12.2 Verteilung mehrdimensionaler ZufallsvariablenChristine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 91Verteilung P(X,Y ) wird analog zum eindimensionalen Fall de�niert:P(X,Y )(B) = P((X,Y ) ∈ B) = P({ω ∈ Ω | (X(ω), Y (ω)) ∈ B}), B ⊂ R
2.Wie im eindimensionalen Fall kann eine Verteilungsfunktion de�niert werden:

F (x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) = P({ω ∈ Ω |X(ω) ≤ x, Y (ω) ≤ y}), x, y ∈ R.Der Wert der Verteilungsfunktion F an der Stelle (x, y) ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Wertedes Zufallsvektors (X,Y ) in den folgenden s
hattierten Berei
h fallen:
............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. .............
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(x, y)

Diese hat folgende Eigens
haften:1. limx,y→−∞ F (x, y) = 0, limx,y→∞ F (x, y) = 12. limy→∞ F (x, y) = FX(x), limx→∞ F (x, y) = F Y (y)3. F ist monoton wa
hsend in jeder Komponente, d.h. F (x1, y) ≤ F (x2, y) für x1 < x2 und
F (x, y1) ≤ F (x, y2) für y1 < y2.Die Verteilungen FX und F Y heiÿen Randverteilungen von P(X,Y ) bzw. F = F (X,Y ). Wie imeindimensionalen Fall werden diskrete und stetige Zufallsvariablen unters
hieden. Es werden nursol
he Fälle betra
htet, in denen X und Y beide diskret bzw. beide stetig sind. Entspre
hend zumeindimensionalen Fall können die Verteilungen dur
h (Zähl-) Di
hten bes
hrieben werden:

• Diskreter Fall: pij = P(X = xi, Y = yj), wobei x1 < x2 < . . . und y1 < y2 < . . . dieSprungstellen der Verteilungsfunktionen FX bzw. F Y sind, so dass
F (x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) =

∑

i,j:xi≤x,yj≤y

pij.Die Zahlen pij heiÿen Zähldi
hte von P(X,Y ) bzw. von (X,Y ). Die (Rand-) Zähldi
hten von
X bzw. Y können bere
hnet werden dur
h:

pX
i =

∑

j

pij , pY
j =

∑

i

pij.
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201212.2 Verteilung mehrdimensionaler Zufallsvariablen
• Stetiger Fall:

F (x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(s, t) dtds,wobei f eine Riemann-integrierbare Funktion ist mit

f(s, t) ≥ 0, für alle s, t ∈ R und ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(s, t) dtds = 1.Für die (Rand-) Di
hten von X bzw. Y gelten:

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, t) dt, fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(s, y) ds.12.2.1 BeispielDer Zufallsvektor (X,Y ) habe eine diskrete Verteilung mit

pij =

(
n

j

)
1

2n+i+1
, i ∈ N0, j ∈ {0, . . . , n}.Dann gilt für die Randdi
hten von X bzw. Y :

pX
i =

n∑

j=0

(
n

j

)
1

2n+i+1
=

1

2i+1

n∑

j=0

(
n

j

)
1

2n
=

1

2i+1
, i ∈ N0,

pY
j =

∞∑

i=0

(
n

j

)
1

2n+i+1
=

(
n

j

)
1

2n+1

∞∑

i=0

1

2i
=

(
n

j

)
1

2n
, j = 0, . . . , n.Die Verteilung von X ist eine sogenannte geometris
he Verteilung mit Parameter 1

2 , währenddie Verteilung von Y die Binomialverteilung mit Parametern n und 1
2 ist.12.2.2 BeispielDie Zufallsvariable (X,Y ) habe die Verteilungsfunktion:

F (x, y) =





(1 − e−x)(1 − e−(y−x)), 0 ≤ x ≤ y,

1 − e−y, 0 ≤ y < x,

0, sonst.Für die Randverteilungen gilt:
FX(x) = lim

y→∞
F (x, y) = 1 − e−x, x ≥ 0, FX(x) = 0, x < 0,

F Y (y) = lim
x→∞

F (x, y) = 1 − e−y, y ≥ 0, F Y (y) = 0, y < 0.

X und Y haben also die glei
he Verteilung. Diese heiÿt Exponentialverteilung mit Parameter 1oder au
h Standardexponentialverteilung.
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Kapitel 13Wi
htigeWahrs
heinli
hkeitsverteilungen
In diesem Abs
hnitt werden einige wi
htige Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen vorgestellt. Dabei wirdfür die Aussage X ist verteilt gemäÿ einer Verteilung P die S
hreibweise X ∼ P verwendet. DieVerteilungen werden dargestellt mittels ihrer (Zähl-) Di
hte. Zum Teil werden au
h die Verteilungs-funktionen dargestellt. In R erhält man (Zähl-) Di
hten mittels ddistname, Verteilungsfunktionenmittels pdistname und Zufallszahlen der Verteilung mittels rdistname, wobei distname für denVerteilungsnamen steht. In den aufgeführten Verteilungen wird nur dieser Verteilungsname in Raufgeführt.13.1 Diskrete Wahrs
heinli
hkeitsverteilungenDer Träger TX einer diskreten Verteilung PX ist die Menge der Werte, die positive Wahr-s
heinli
hkeit besitzen.13.1.1 Beispiel (Einpunktverteilung εa)

• Zähldi
hte: P(X = a) = 1 für ein a ∈ R

• Träger: TX = {a}

• Diagramm der Zähldi
hte:
a

01
εa
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201213.1 Diskrete Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen13.1.2 Beispiel (Diskrete Glei
hverteilung G(x1, . . . , xn))
• Zähldi
hte: P(X = xk) = 1

n , x1 < · · · < xn, n ∈ N

• Träger: TX = {x1, . . . , xn}
• Diagramm der Zähldi
hte:

x1 x2 x3 x4 x5

0.00.10.2
G(x1, . . . , x5)

13.1.3 Beispiel (Binomialverteilung Bin(n, p))
• Verteilungsname in R: binom mit Argumenten size für n und prob für p

• Zähldi
hte: P(X = k) =
(n
k

)
pk(1 − p)n−k; n ∈ N, p ∈ (0, 1)

• Träger: TX = {0, 1, . . . , n}
• Diagramme von Zähldi
hten:

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Bin(6, 0.2)

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Bin(6, 0.5)

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Bin(6, 0.7)

• Bemerkung: Für n = 1 heiÿt die Binomialverteilung au
h Bernoulli-Verteilung oderZweipunktverteilung mit Parameter p.
• Anwendung: Häu�gkeit eines Zustandes, wenn nur zwei Zustände auftreten können, z.B.Gut-S
hle
ht-Prüfung (Ziehen mit Zurü
klegen)13.1.4 Beispiel (Hypergeometris
he Verteilung Hyp(n, r, s))
• Verteilungsname in R: hyper mit Argumenten k für n, m für r und n für s

• Zähldi
hte: P(X = k) =

(
r

k

)(
s

n − k

)

(
r + s

n

) , n, r, s ∈ N, n ≤ r + s, wobei P(X = k) = 0, falls
k > r oder n − k > s

• Träger: TX = {max{0, n − s}, . . . ,min{r, n}}
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• Diagramme von Zähldi
hten:

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Hyp(6, 3, 12)

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Hyp(6, 10, 10)

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Hyp(6, 14, 6)

• Anwendung: Häu�gkeit eines Zuständes, wenn nur zwei Zustände auftreten können, z.B.Gut-S
hle
ht-Prüfung (n-maliges Ziehen aus einer Urne mit r roten und s s
hwarzen Kugelnohne Zurü
klegen)13.1.5 Beispiel (Geometris
he Verteilung Geo(p))
• Verteilungsname in R: geom mit Argument prob für p

• Zähldi
hte: P(X = k) = p(1 − p)k, p ∈ (0, 1)

• Träger: TX = N0

• Diagramme von Zähldi
hten:

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Geo(0.2)

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Geo(0.5)

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Geo(0.7)

• Anwendung: Wartezeit, bis einer von zwei mögli
hen Zuständen eingetreten ist.
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haften, WS 2011/201213.2 Stetige Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen13.1.6 Beispiel (Poisson-Verteilung Poi(λ))
• Verteilungsname in R: pois mit Argument lambda für λ

• Zähldi
hte: P(X = k) = λk

k! e−λ, λ > 0

• Träger: TX = N0

• Diagramme von Zähldi
hten:

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Poi(1)

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Poi(2)

0 1 2 3 4 5 6
k

0.00.2
0.4 Poi(0.5)

• Anwendung: Seltene Ereignisse13.2 Stetige Wahrs
heinli
hkeitsverteilungenDer Träger TX einer stetigen Verteilung ist die Menge der Punkte, für die die Di
htefunktion
fX positiv ist.13.2.1 Beispiel (Re
hte
kverteilung (stetige Glei
hverteilung) R[a, b] mit Parametern a und b) •Träger: TX = [a, b] mit a, b ∈ R, a < b

• Di
hte:
f(x) =





1

b − a
, x ∈ [a, b]

0, sonst
a b

x

1
b−a

f(x)

...............................................................................................................................................
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• Verteilungsfunktion:

F (x) =





0, x < a
x − a

b − a
, a ≤ x < b

1, b ≤ x

a b

x

1

F (x)
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13.2.2 Beispiel (Exponentialverteilung Exp(λ) mit Parameter λ)
• Verteilungsname in R: exp mit Argument rate für λ

• Träger: TX = [0,∞)

• Di
hte:
f(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0
, λ > 0

0

x

λ

f(x)
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• Verteilungsfunktion:
F (x) =

{
0, x < 0

1 − e−λx, x ≥ 0

0

x

1

F (x)

.
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.

.

.

.

.
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• Anwendung: Lebenszeit von Glühbirnen, elektris
hen Teilen et
.13.2.3 Beispiel (Weibull-Verteilung W (α, β) mit Parametern α und β)
• Verteilungsname in R: weibull mit Argumenten shape für α und s
ale für β

• Träger: TX = [0,∞)

• Di
hte:
f(x) =

{
0, x < 0

α β−α xα−1 e−(x/β)α
, x ≥ 0

, α, β > 0
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• Verteilungsfunktion:

F (x) =

{
0, x < 0

1 − exp−(x/β)α
, x ≥ 0

• Bemerkung: Für α = 1, β = 1/λ ergibt si
h die Exponentialverteilung.13.2.4 Beispiel (Gamma-Verteilung Γ(α, β) mit Parametern α und β)
• Verteilungsname in R: gamma mit Argumenten shape für β und rate für α bzw. s
ale für

1
α

• Träger: TX = [0,∞)

• Di
hte: (Γ(β) =
∫∞
0 tβ−1e−tdt)

f(x) =





αβ

Γ(β)
xβ−1e−αx, x ≥ 0

0, x < 0

, α, β > 0

0

x

f(x)
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• Verteilungsfunktion: Ges
hlossene Darstellung nur für β ∈ N.
• Bemerkung: Für α = λ, β = 1 ergibt si
h die Exponentialverteilung.13.2.5 Beispiel (χ2-Verteilung χ2

f mit f Freiheitsgraden)
• Verteilungsname in R: 
hisq mit Argument df für f (df=degree of freedom)
• Träger: TX = [0,∞)

• Di
hte:
f(x) =





1

2f/2Γ(f/2)
xf/2−1e−x/2, x ≥ 0

0, x < 0
, f ∈ N

• Verteilungsfunktion: Ges
hlossene Darstellung nur für gerade f ∈ N.
• Bemerkung: Die χ2

f -Verteilung ist eine Gamma-Verteilung mit Parametern 1
2 und f

2 .13.2.6 Beispiel (F-Verteilung Ff1,f2 mit f1 und f2 Freiheitsgraden)
• Verteilungsname in R: f mit Argumenten df1 für f1 und df2 für f2

• Träger: TX = [0,∞)
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• Di
hte:

f(x) =





Γ
(

f1+f2

2

)

Γ
(

f1

2

)
Γ
(

f2

2

)
(

f1

f2

)f1/2 xf1/2−1

(1 + f1x/f2)(f1+f2)/2
, x ≥ 0

0, x < 0

, f1, f2 ∈ N

0

x

f(x)
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• Verteilungsfunktion: Ni
ht ges
hlossen darstellbar.13.2.7 Beispiel (Normalverteilung N(µ, σ2) mit Parametern µ und σ2)
• Verteilungsname in R: norm mit Argumenten mean für µ und sd für σ

• Träger: TX = R

• Di
hte: ('Gauÿs
he Glo
kenkurve')
f(x) =

1√
2πσ

exp

{
−(x − µ)2

2σ2

}
, x ∈ R, µ ∈ R, σ2 > 0.

µ − 3σ µ − 2σ µ − σ µ µ + σ µ + 2σ µ + 3σ

f(x)
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︸ ︷︷ ︸
68.3%︸ ︷︷ ︸
95.5%︸ ︷︷ ︸
99.7%Die Prozentzahlen geben den Wert der Flä
he über dem jeweiligen Intervall an. Die Flä
heüber dem Intervall [µ − σ, µ + σ] beträgt etwa 0.683.

• Verteilungsfunktion: Eine ges
hlossene Darstellung existiert ni
ht. Die Verteilungsfunktionder Standardnormalverteilung (i.e. µ = 0, σ2 = 1) wird i.a. mit Φ bezei
hnet. Die Verteilungs-funktion Φµ,σ2 einer N(µ, σ2)-Verteilung bere
hnet si
h aus Φ gemäÿ:
Φµ,σ2(x) = Φ

(
x − µ

σ

)
, x ∈ R.



100 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201213.2 Stetige Wahrs
heinli
hkeitsverteilungenDa die Di
hte der Standardnormalverteilung symmetris
h um 0 ist, gilt für deren Verteilungs-funktion
Φ(x) = 1 − Φ(−x), x ∈ R.
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• Six Sigma Qualität: In der Ingenieursstatistik spielt vor allem die sogenannte Six SigmaQualität eine groÿe Rolle. In der Regel variieren angefertigte Teile in ihrer Gröÿe und in derQualitätssi
herung muss si
hergestellt werden, dass die Variation in bestimmten zulässigenGrenzen passiert. Sind die Grenzen dur
h USL (=upper spe
i�
ation limits) und LSL (=lowerspe
i�
ation limits) gegeben und folgt die Verteilung der Gröÿe der Teile einer Normalvertei-lung mit µ, so besitzt die Produktion die Six Sigma Qualität, wenn für den Parameter σ derNormalverteilung folgendes gilt:
σ ≤ 1

6
min{USL − µ, µ − LSL}.Damit gilt insbesondere

µ − LSL ≥ 6σ =⇒ LSL ≤ µ − 6σ (13.1)sowie
USL − µ ≥ 6σ =⇒ USL ≥ µ + 6σ (13.2)Aus (13.1) erhalten wir somit für eine Zufallsvariable X, die die Gröÿe des Teiles bes
hreibt,folgendes
P (X < LSL) ≤ P (X < µ − 6σ)

= P

(
X − µ

σ
< −6

)
= Φ(−6) = 0.000 000 000 986 5876,d.h. die Wahrs
heinli
hkeit, dass ein Teil produziert wird, dessen Gröÿe die untere zulässigeGrenze LSL unters
hreitet, ist kleiner als 1 zu einer Milliarde (1 part per billion=PPB). Dasglei
he gilt für das Übers
hreiten der obere Grenze ULS mittels (13.2):

P (X > USL) ≤ P (X > µ + 6σ)

= P

(
X − µ

σ
> 6

)
= 1 − Φ(6) = 0.000 000 000 986 5876.
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hkeitsverteilungenChristine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 101Da das vorgegebene µ in der Regel ni
ht genau eingehalten werden kann, s
hreibt man vor,dass die Di�erenz zwis
hen wahrem µT und vorgegebenen µ ni
ht gröÿer als 1.5σ sein darf.Damit wird (13.1) zu
LSL ≤ µ − 6σ = µT + µ − µT − 6σ ≤ µT + 1.5σ − 6σ = µT − 4.5σund (13.2) zu
USL ≥ µ + 6σ = µT + µ − µT + 6σ ≥ µT − 1.5σ + 6σ = µT + 4.5σ,und es gilt
P (X < LSL) ≤ P

(
X − µT

σ
< −4.5

)
= Φ(−4.5) = 0.000 003 397 673 < 0.000 003 4,d.h. die Wahrs
heinli
hkeit, dass ein Teil produziert wird, dessen Gröÿe die untere zulässi-ge Grenze LSL unters
hreitet, ist dann kleiner als 3.4 zu einer Million (3.4 part per milli-on=PPM). Das glei
he gilt für das Übers
hreiten der oberen Grenze.Beispiel: Es sei z.B. vorgegeben, dass der innere Dur
hmesser von produzierten S
hraubenzwis
hen den Grenzen 20.5 und 22.0 Millimeter liegen soll. Folgt der Dur
hmesser der S
hraubeeiner Normalverteilung mit µ = 21.3, so besagt, die Six Sigma Qualität, dass dann der Pa-rameter σ dieser Normalverteilung kleiner als das Minimum von 1

6(22.0 − 21.3) = 0.1166667und 1
6(21.3 − 20.5) = 0.1333333, d.h. kleiner als 0.1166667 sein muss. Ob das der Fall istund ob das wahre µT weniger als 1.5*0.1166667 von 21.3 abwei
ht, müssen mit Methoden derS
hlieÿenden Statistik geklärt werden.13.2.8 Beispiel (t-Verteilung tf mit f Freiheitsgraden)

• Verteilungsname in R: t mit Argument df für f

• Träger: TX = R

• Di
hte:
f(x) =

Γ
(

f+1
2

)

√
fπΓ

(
f
2

)
(

1 +
x2

f

)−(f+1)/2

, x ∈ R, f ∈ N

0

x

f(x)
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• Verteilungsfunktion: Ni
ht ges
hlossen darstellbar.



102 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201213.3 Erzeugung von Zufallszahlen mittels runif13.3 Erzeugung von Zufallszahlen mittels runifJede beliebige Verteilung kann aus der Re
hte
k-Verteilung R[0, 1] auf [0, 1] erzeugt werden, die in Rdur
h runif gegeben ist. Für diskrete Verteilungen kann eine Einteilung des Intervalls [0, 1] vorge-nommen werden, die den einzelnen Wahrs
heinli
hkeiten entspri
ht. Sind diese Wahrs
heinli
hkeitendur
h p1 = P ({n1}), p2 = P ({n2}), p3 = P ({n3}), . . . gegeben, so wird [0, 1] in die Intervalle [0, p1],
[p1, p1 +p2], [p1 +p−2, p1 +p2 +p3], . . . eingeteilt. Ergibt runif einen Wert in [

∑j−1
i=1 pi,

∑j
i=1 pi], sowird als Zufallszahl nj benutzt. Das glei
he Ergebnis erhält man, wenn man die Verteilungsfunktion

F der Verteilung benutzt. In diesem Fall wird die Zufallszahl als F−1(u) := inf{z ∈ R; F (z) ≥ u}gesetzt, wenn runif den Wert u ergibt. Für stetige Verteilungen kann nur die zweite Methodebenutzt werden.13.3.1 ÜbungsaufgabeErzeugen Sie 1000 Zufallszahlen von folgenden Verteilungen:1. Poissonverteilung mit Parameter λ = 1, λ = 2, λ = 4,2. Exponentialverteilung mit Parameter λ = 1
2 , λ = 1, λ = 2,3. Weibullverteilung mit Parameter (α, β) = (1, 1), (α, β) = (1, 2), (α, β) = (2, 1), (α, β) =

(2, 2),4. Gammaverteilung mit Parameter (α, β) = (1, 1), (α, β) = (1, 2), (α, β) = (2, 1), (α, β) =
(2, 2),5. χ2-Verteilung mit 2, 3 und 10 Freiheitsgraden,6. t-Verteilung mit 2, 3 und 10 Freiheitsgraden.Stellen Sie die Zufallszahlen gra�s
h dar und stellen Sie diese Gra�ken mit den gra�s
hen Darstel-lungen der entspre
henden Di
hten gegenüber.Hinweis: Bei Zufallszahlen von einer stetigen Verteilung ist das Histogramm die ri
htige Darstel-lung, während bei Zufallszahlen von einer diskreten Verteilung ein Stabdiagramm gegeben dur
hplot(x,type=�h�) die angemessene Darstellung ist.
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Kapitel 14Zwei- und mehrdimensionaleWahrs
heinli
hkeitsverteilungen
14.1 Zweidimensionale diskrete Wahrs
heinli
hkeitsverteilungenZweidimensionale diskrete Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen werden angegeben dur
h ihre Zähldi
hte
(pij)i,j. Ein Beispiel ist die Verteilung aus Beispiel 12.2.1, die als Randverteilungen eine geometris
heVerteilung und eine Binomialverteilung besitzt.14.2 Zweidimensionale NormalverteilungEine zweidimensionale stetige Wahrs
heinli
hkeitsverteilung von besonderer Bedeutung ist die zwei-dimensionale Normalverteilung. Sie besitzt in ihrer allgemeinsten Form fünf Parameter µ1, µ2 ∈
R, σ2

1 , σ
2
2 > 0 und ρ ∈ (−1, 1). Entspre
hend wird sie bezei
hnet mit N2(µ1, µ2, σ

2
1 , σ2

2 , ρ). Ihre Di
h-tefunktion ist gegeben dur
h (x, y ∈ R):
f(x, y) =

1

2πσ1σ2

√
1 − ρ2

exp

{
− 1

2(1 − ρ2)

[
(x − µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(x − µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

]}
.Gilt µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 und ρ = 0, so heiÿt die entspre
hende Verteilung zweidimensionaleStandardnormalverteilung.
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haften, WS 2011/201214.2 Zweidimensionale NormalverteilungZweidimensionale diskrete Verteilungsfunktion
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14.2 Zweidimensionale NormalverteilungChristine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 105Die zweidimensionale Normalverteilung ist im Standardpaket von R ni
ht enthalten. Sie kann abers
hnell selber ges
hrieben werden. Mit der Eingabe> sour
e("d2norm.as
")kann aber diese Funktion als vorhandenes Programm eingelesen werden. Dazu müssen Sie nur dieDatei d2norm.as
 in den Ordner kopieren, auf das R zugreift. Mit der Eingabe> fix(d2norm)wird ein Fenster geö�net, in der die selbstges
hriebene Funktion d2norm steht. Sie können in diesemFenster au
h die Funktion abändern, wobei die Änderung erhalten bleibt, wenn Sie spei
hern. Grund-sätzli
h können mit dem Befehl fix(Funktionsname) neue Funktionen ges
hrieben und vorhandeneselbstges
hriebene Funktionen abgändert werden. Der Aufruf von fix(d2norm) ergibt folgendes:fun
tion (x,y,m1=0,m2=0,sd1=1,sd2=1,rho=0){# Di
hte der zweidimensionalen Normalverteilungf<-(1/(2*pi*sd1*sd2*sqrt(1-rho^2)))*exp((-1/(2*(1-rho^2)))*((x-m1)^2/sd1^2-2*rho*(x-m1)*(y-m2)/(sd1*sd2)+(y-m2)^2/sd2^2))f}Diese Funktion hat neben den Argumenten x und y die Parameter µ1 =m1, µ2 =m2, σ1 =s1, σ2 =s2und ρ =rho, wobei die Parameter mit Voreinstellungen versehen sind, die die zweidimensionaleStandardnormalverteilung ergeben. Die Di
hte der zweidimensionalen Normalverteilung kann mansi
h als einen Berg vorstellen. Zur gra�s
hen Darstellungen eines �Berges� gibt es mehrere Mögli
h-keiten in R. Mit der R-Funktion persp erhält man eine perspe
tivis
he Darstellung, mit 
ontoureine Darstellung mit Höhenlinien und mit image ein Bild, in dem helle Werte hohe Werte anzeigen.Für die Anwendung dieser Funktionen muss ein Intervall von R
2 gerastert werden. Mit zwei Vekto-ren x und y kann diese Rasterung erzeugt werden. Dann muss eine Matrix mit den Funktionswertenan den Rasterpunkten erstellt werden. Hier wird diese Matrix f genannt, au
h wenn sie in denR-Funktionen z genannt wird. Die Programm-Datei dnorm plot.as
 enthält die folgende Funktion,die die Di
htefunktion der Normalverteilung über dem Intervall [−3, 3] × [−3, 3] darstellt."d2norm.plot" <-fun
tion (m1=0,m2=0,sd1=1,sd2=1,rho=0.5){# Plottet die zweidimensionale Normalverteilungpar(pty="s")x<-seq(-3,3,0.1)y<-seq(-3,3,0.1)I<-length(x)J<-length(y)f<-matrix(rep(0,I*J),n
ol=J)for(i in 1:I){
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201214.2 Zweidimensionale Normalverteilungfor(j in 1:J){f[i,j℄<-d2norm(x[i℄,y[j℄,m1=m1,m2=m2,sd1=sd1,sd2=sd2,rho=rho)}}persp(x,y,f)# 
ontour(x,y,f)# image(x,y,f)title("rho=0.5")}
par(pty=�s�) erzeugt einen quadratis
hen Darstellungsberei
h für die Gra�k. Das ist insbesonderefür 
ontour und image wi
htig, weil ansonsten das Bild verzerrt ist. Alles, was hinter ♯ steht, wirdignoriert, so dass dahinter Kommentare ges
hrieben werden können. Hier werden insbesondere dieAlternativen zu persp angezeigt. Sollen 
ontour oder image benutzt werden, muss das Kommentar-zei
hen ♯ entspre
hend umgeändert werden. Die Funktion muss au
h geändert werden, wenn andereNormalverteilungen über anderen Intervallen dargestellt werden sollen.

x

y

f

rho=0

x

y

f

rho=0.5

Abbildung 14.2.1: Darstellung mit persp
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Abbildung 14.2.2: Darstellung mit 
ontour
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Abbildung 14.2.3: Darstellung mit imageDie zweidimensionale Normalverteilung hat einige interessante Eigens
haften:Sei (X,Y ) ∼ N2(µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 , ρ). Beide Randverteilungen sind eindimensionale Normalverteilun-gen, d.h. es gilt:

fX(x) =
1√

2πσ1

exp

{
−(x − µ1)

2

2σ2
1

}
, x ∈ R, fY (y) =

1√
2πσ2

exp

{
−(y − µ2)

2

2σ2
2

}
, y ∈ R.Die Zufallsvariablen X und Y sind sto
hastis
h unabhängig genau dann, wenn ρ = 0 erfüllt ist.Dies läÿt si
h lei
ht über die Produktforderung an die Di
hten na
hweisen.



108 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201214.3 Mehrdimensionale diskrete Verteilungen14.2.1 ÜbungsaufgabeStellen Sie die folgenden Di
hten von zweidimensionalen Normalverteilungen dar:1. Mit persp, 
ontour, image die Di
hte der zweidimensionalen Normalverteilung mit
µ1=m1=0, µ2=m2=1, σ1=sd1=1, σ2=sd2=1 und ρ=rho=0.2. Mit 
ontour die Di
hte der zweidimensionalen Normalverteilung mit µ1=m1=0,
µ2=m2=1, σ1=sd1=1, σ2=sd2=2 und ρ=rho=0.3. Mit 
ontour die Di
hte der zweidimensionalen Normalverteilung mit µ1=m1=0,
µ2=m2=1, σ1=sd1=1, σ2=sd2=1 und ρ=rho=0.5.4. Mit 
ontour die Di
hte der zweidimensionalen Normalverteilung mit µ1=m1=2,
µ2=m2=1, σ1=sd1=1, σ2=sd2=1 und ρ=rho=0.5. Mit 
ontour die Di
hte der zweidimensionalen Normalverteilung mit µ1=m1=0,
µ2=m2=1, σ1=sd1=1, σ2=sd2=1 und ρ=rho=−0.8.Was bewirken die Änderungen der vers
hiedenen Parameter?14.3 Mehrdimensionale diskrete VerteilungenEine wi
htige mehrdimensionale Verteilung ist die Multinomialverteilung, die die Binomialver-teilung verallgemeinert.

• Zähldi
hte: Mult(n1, . . . , nr;n; p1, . . . , pr) = n!
n1!n2!···nr!

∏r
i=1 pni

i mit n1 + n2 + . . . + nr = n,
p1 + p2 + . . . + pr = 1.

• Träger: TX = {1, . . . , n}r

• Anwendung: Häu�gkeiten von Zuständen, wenn mehr als zwei Zustände auftreten.14.4 Mehrdimensionale stetige VerteilungenDie wi
htigste mehrdimensionale Verteilung ist die mehrdimensionale Normalverteilung. Diese hatim Fall von s Dimensionen als Parameter einen s-dimensionalen Vektor µ ∈ R
s und eine sym-metris
he, positiv de�nite Matrix Σ ∈ R

s×s (A ∈ R
s×s ist positiv de�nit :⇔ c⊤Ac > 0 für alle

c ∈ R
s \ {0}). Ist x ∈ R

s, so ist die Di
hte bei x = (x1, . . . , xs)
⊤ gegeben dur
h

f(x) =
1√

(2π)s det(Σ)
exp

{
−1

2
(x − µ)⊤Σ−1(x − µ)

}
,dabei bezei
hnet det die Determinante einer Matrix. Die zweidimensionale Normalverteilung ist einSpezialfall der mehrdimensionalen Normalverteilung mit

µ =

(
µ1

µ2

)
, Σ =

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
.
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Kapitel 15Bedingte Wahrs
heinli
hkeiten undsto
hastis
he Unabhängigkeit
15.1 Bedingte Wahrs
heinli
hkeitenIn vielen Situationen sind gewisse Vorinformationen bezügli
h des Ereignisses A verfügbar. Beispiels-weise ist bekannt, dass ein Ereignis B bereits eingetreten ist. Diese Zusatzinformation beein�uÿtdie Eins
hätzung der Wahrs
heinli
hkeiten.15.1.1 BeispielBeim einfa
hen Würfelwurf beträgt die Wahrs
heinli
hkeit eine vorgegebene Zi�er zu würfeln je-weils 1

6 . Ist bekannt, dass beim Wurf eine gerade Zi�er herausgekommen ist, so würde man mitWahrs
heinli
hkeit 1
3 erwarten, dass das Ergebnis eine 2 ist. Weiterhin würde niemand na
h dieserInformation auf eine ungerade Zahl setzen, d.h. die Wahrs
heinli
hkeit für eine ungerade Zi�er wäreNull.Die im obigen Beispiel dargestellte Situation wird dur
h den Begri� der bedingten Wahrs
hein-li
hkeit formalisiert.15.1.2 De�nitionSeien (Ω,P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum und B ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann wird die bedingteWahrs
heinli
hkeit eines Ereignisses A gegeben B de�niert dur
hP(A|B) =

P(A ∩ B)P(B)
.Gelegentli
h wird die S
hreibweise PB(A) = P(A|B) benutzt. PB heiÿt bedingte Verteilung unter

B.15.1.3 Bemerkung
• PB ist ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ auf dem Grundraum B, d.h. PB erfüllt die Kolmogorov-Axiome mit Grundraum B.



110 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201215.1 Bedingte Wahrs
heinli
hkeiten
• In der De�nition der bedingten Wahrs
heinli
hkeit wird für das Ereignis B positive Wahr-s
heinli
hkeit vorausgesetzt. Im folgenden sei dies grundsätzli
h erfüllt, wenn bedingte Wahr-s
heinli
hkeiten betra
htet werden.15.1.4 BeispielIm Beispiel 15.1.1 bezei
hne B das Ereignis gerade Zahl, und A sei das Ereignis es wird eine 2gewürfelt. Dann gilt A ∩ B = {2} und somitP(A|B) =

P({2})P({2, 4, 6}) =
1
6
1
2

=
1

3
.Bezei
hnet ferner C das Ereignis ungerade Zahl, so gilt o�ensi
htli
h B ∩ C = ∅. Insgesamt giltdaher P(C|B) = 0.Die De�nition der bedingten Wahrs
heinli
hkeit P(A|B) läÿt si
h au
h in anderer Weise lesen:P(A ∩ B) = P(A|B) · P(B).Die Wahrs
heinli
hkeit des S
hnittereignisses A ∩ B läÿt si
h also bere
hnen, wenn die bedingteWahrs
heinli
hkeit von A gegeben B und die Wahrs
heinli
hkeit von B bekannt sind. Dies führtsoglei
h zu der Formel:P(A) = P(A ∩ B) + P(A ∩ Bc) = P(A|B)P(B) + P(A|Bc)P(Bc).Dies ist ein Spezialfall des Satzes von der totalen Wahrs
heinli
hkeit.15.1.5 Satz (Satz von der totalen Wahrs
heinli
hkeit)Seien B1, . . . , Bn eine Zerlegung des Grundraumes Ω, d.h. B1, . . . , Bn sind paarweise disjunkt und

n⋃

i=1

Bi = Ω. Ferner gelte P(Bi) > 0, i = 1, . . . , n.Dann gilt für die Wahrs
heinli
hkeit eines beliebigen Ereignisses A:P(A) =

n∑

i=1

P(A|Bi)P(Bi).Folgende Graphik illustriert den Begri� Zerlegung von Ω für n = 6.
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15.1 Bedingte Wahrs
heinli
hkeitenChristine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 11115.1.6 BeispielZwei Firmen V und W stellen ein Mas
hinenteil her. Sei B das Ereignis, dass das Mas
hinenteil vonFirma V hergestellt wurde, und Bc das Ereignis, dass das Mas
hinenteil von Firma W hergestelltwurde. A sei das Ereignis, dass das Mas
hinenteil kaputt ist. Folgende Wahrs
heinli
hkeiten sindbekannt:Wahrs
heinli
hkeit, dass das Mas
hinenteil von Firma V hergestellt wurde: P(B) = 0.04Wahrs
heinli
hkeit, dass das Mas
hinenteil kaputt ist,wenn es von Firma V hergestellt wurde: P(A|B) = 0.7Wahrs
heinli
hkeit, dass das Mas
hinenteil kaputt ist,wenn es von Firma W hergestellt wurde: P(A|Bc) = 0.01Zunä
hst folgt aus den Angaben P(Bc) = 1 − P(B) = 0.96, so dassP(A) = P(A|B)P(B) + P(A|Bc)P(Bc) = 0.7 · 0.04 + 0.01 · 0.96 = 0.0376.Daher beträgt die Wahrs
heinli
hkeit, dass das Mas
hinenteil kaputt ist, 3.76%.Eine weitere wi
htige Regel für bedingte Wahrs
heinli
hkeiten ist die Formel von Bayes:15.1.7 Satz (Formel von Bayes)Seien B1, . . . , Bn eine Zerlegung des Grundraumes Ω, d.h. B1, . . . , Bn sind paarweise disjunkt und
n⋃

i=1

Bi = Ω. Ferner gelte P(Bi) > 0, i = 1, . . . , n, und P(A) > 0.Dann gilt:P(Bi|A) =
P(A|Bi)P(Bi)

n∑

j=1

P(A|Bj)P(Bj)

.

15.1.8 Bemerkung
• Bei der Bayess
hen Formel wird von der Wirkung A auf die Ursa
he Bi zurü
kges
hlossen.

A kann als Symptom interpretiert werden, das von vers
hiedenen Krankheiten B1, . . . , Bnverursa
ht wird. Gesu
ht ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass der Patient bei Beoba
htung desSymptoms A an Krankheit Bi leidet. In dieser Situation ist man oft daran interessiert dieKrankheit Bi zu �nden, die die gröÿte Wahrs
heinli
hkeit P(Bi|A) besitzt.
• P(B1), . . . ,P(Bn) heiÿen a-priori Wahrs
heinli
hkeiten; P(B1|A), . . . ,P(Bn|A) heiÿen a-posteriori Wahrs
heinli
hkeiten. Die a-priori Wahrs
heinli
hkeiten sind als subjektiveVorbewertung zu interpretieren, die dur
h zusätzli
he Information (Eintreten des Ereignis-ses A) in die a-posteriori Wahrs
heinli
hkeiten überführt werden. Dieser Zusammenhang wirddur
h die Bayess
he Formel hergestellt.



112 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201215.1 Bedingte Wahrs
heinli
hkeiten15.1.9 BeispielDie Formel von Bayes kann zur Analyse von medizinis
hen Labortests verwendet werden. Dabei sindprinzipiell zwei Situationen von Fals
hergebnissen zu unters
heiden: der Test erkennt eine Krankheitni
ht, obwohl die Person erkrankt ist (fals
h negativ), bzw. der Test ergibt eine Erkrankung, obwohldie Person tatsä
hli
h gesund ist (fals
h positiv). Als Beispiel sei der ELISA-Test zur Erkennungeiner HIV-Infektion gewählt (siehe N. Henze (1997) Sto
hastik für Einsteiger. Vieweg. S. 108-109).Der ELISA-Test erkennt mit Wahrs
heinli
hkeit 0.997, dass eine erkrankte Person au
h tatsä
hli
herkrankt ist. Die Wahrs
heinli
hkeit, dass eine gesunde Person als krank erkannt wird, beträgt 0.001.Nimmt man nun an, dass die Wahrs
heinli
hkeit krank zu sein q ∈ [0, 1] ist, so beträgt die Wahr-s
heinli
hkeiten tatsä
hli
h krank (Ereignis B) zu sein, wenn ein positiver Befund vorliegt (Ereignis
A): P(B|A) =

P(A|B) · P(B)P(A|B) · P(B) + P(A|Bc) · P(Bc)
=

0.997 · q
0.997 · q + 0.001(1 − q)

.Für q = 0.02 (d.h. das Krankheitsrisiko liegt bei 2%) ergibt si
h P(B|A) = 0.953. Die Wahrs
hein-li
hkeit bei positivem Befund au
h tatsä
hli
h erkrankt zu sein, liegt daher bei etwa 95%. Bei einemRisikowert von 0.2% liegt die Wahrs
heinli
hkeit bei 
a. 67%. Insbesondere ist ersi
htli
h, dass dieWahrs
heinli
hkeit bei positivem Testergebnis erkrankt zu sein, stark von der subjektiven Eins
hät-zung des Risikos q abhängt.Mit etwas unrealistis
hen bedingten Wahrs
heinli
hkeiten und höherer Krankheitswahrs
heinli
h-keit, kann dieser E�ekt au
h graphis
h verans
hauli
ht werden. Dazu sei P(A|B) = 1/2 die Wahr-s
heinli
hkeit, dass der Test eine kranke Person au
h als krank erkennt, und P(A|Bc) = 1/3 dieWahrs
heinli
hkeit, dass der Test eine gesunde Person als krank erkennt. Für P(B) = 1/4 undP(B) = 1/2 können die einzelnen Wahrs
heinli
hkeiten als Anteile eines Kreises dargestellt werden:
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A ∩ Bc

Ac ∩ Bc

A ∩ B Ac ∩ B

P(B) = 1/4:P(B|A) = 1/2·1/4
1/2·1/4+1/3·3/4 = 1/3 =

0.333. P(B) = 1/2:P(B|A) = 1/2·1/2
1/2·1/2+1/3·1/2 = 3/5 =

0.6.
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haften, WS 2011/2012 11315.1.10 ÜbungsaufgabeEine Firma bezieht ein Bauteil von vier Lieferanten A, B, C, D in folgenden Anteilen:A: 30%, B: 20%, C: 40%, D: 10%.Der Anteil der fehlerhaften gelieferten Bauteile beträgt beiA: 10

100
, B: 5

100
, C: 5

100
, D: 90

100
.Die Firma baut zufällig eins von den gelieferten Bauteilen ein.(a) Wie groÿ ist dann die Wahrs
heinli
hkeit, dass das eingebaute Bauteil fehlerhaft ist?(b) Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass ein fehlerhaftes eingebautes Bauteil von der FirmaA stammt?15.1.11 ÜbungsaufgabeSei X eine Zufallsvariable mit Exponentialverteilung mit Parameter λ = 1. Bestimmen Sie folgendeWahrs
heinli
hkeiten:

P (X ≥ 3), P

(
X ≥ 1

2

)
, P (X ≥ 1), P

(
X ≥ 1|X ≥ 1

2

)
,

P (X ≥ 2|X ≥ 1), P (X ≥ 4|X ≥ 1).Wel
he Vermutung leiten Sie davon ab?15.2 Sto
hastis
he Unabhängigkeit von EreignissenIm vorhergehenden Abs
hnitt wurde der Begri� der bedingten Wahrs
heinli
hkeit eingeführt. Da-bei wurde der Ein�uÿ eines Ereignisses B auf ein Ereignis A dur
h die Wahrs
heinli
hkeit P(A|B)modelliert. Intuitiv würde man die Ereignisse A und B als unabhängig betra
hten, wenn die Wahr-s
heinli
hkeit von A ni
ht davon abhängt ob B eingetreten ist oder ni
ht, d.h.P(A|B) = P(A). (unab)15.2.1 BeispielAus einer Urne mit zwei roten und drei s
hwarzen Kugeln werden mit Zurü
klegen zwei Kugelnentnommen. A bezei
hne das Ereignis 2. Kugel s
hwarz, B sei das Ereignis 1. Kugel rot. Dann gilt:P(A) =
3

5
, P(B) =

2

5
, P(A ∩ B) =

6

25
, P(A|B) =

3

5
= P(A).Dieser Sa
hverhalt spiegelt die Situation wider, dass die Ziehungen si
h dur
h das Zurü
klegen derKugeln ni
ht beein�ussen. Wird das Experiment mittels Ziehen ohne Zurü
klegen dur
hgeführt, sogilt P(A|B) = 0.75 6= 0.6 = P(A). Dies zeigt, dass die Wahrs
heinli
hkeit ansteigt im zweiten Zugeine s
hwarze Kugel zu ziehen, wenn bekannt ist, dass im ersten eine rote entnommen wurde.In der Bedingung (unab) wird vorausgesetzt, dass P(B) > 0 ist, da sonst die bedingte Wahrs
hein-li
hkeit ni
ht de�niert ist. Um diese S
hwierigkeit zu umgehen wird die sto
hastis
he Unabhän-gigkeit zweier Ereignisse A und B de�niert dur
h:



114 Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201215.2 Sto
hastis
he Unabhängigkeit von Ereignissen15.2.2 De�nitionSeien (Ω,P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum und A, B Ereignisse.Dann heiÿen A und B sto
hastis
h unabhängig, wenn gilt:
P (A ∩ B) = P(A) · P(B).15.2.3 Bemerkung

• Sind A und B sto
hastis
h unabhängig, so au
h A,Bc; Ac, B und Ac, Bc.
• Ereignisse A1, . . . , An heiÿen paarweise sto
hastis
h unabhängig, fallsP(Ai ∩ Aj) = P(Ai) · P(Aj) für alle i 6= j.
• Ereignisse A1, . . . , An heiÿen gemeinsam sto
hastis
h unabhängig, falls für alle Auswah-len von Indizes {i1, . . . , is} ⊂ {1, . . . , n} gilt:P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Ais) = P(Ai1) · P(Ai2) · · ·P(Ais).Für n = 3 bedeutet dies: die Ereignisse A1, A2, A3 sind gemeinsam sto
hastis
h unabhängig,falls:

P (A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2), P (A1 ∩ A3) = P(A1)P(A3), P (A2 ∩ A3) = P(A2)P(A3),

P (A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1)P(A2)P(A3).Zur paarweisen sto
hastis
hen Unabhängigkeit kommt daher no
h eine zusätzli
h Forderungdazu. Dies bedeutet insbesondere, dass die gemeinsame sto
hastis
he Unabhängigkeit von Er-eignissen deren paarweise Unabhängigkeit impliziert. Die Umkehrung ist aber i.a. ni
ht ri
htig(siehe Beispiel 15.2.4). Wenn im folgenden von sto
hastis
her Unabhängigkeit mehrerer Er-eignisse gespro
hen wird, so meint dies immer gemeinsame sto
hastis
he Unabhängigkeit.15.2.4 BeispielSeien Ω = {1, 2, 3, 4} und P die Lapla
e-Verteilung auf Ω. Die Ereignisse A = {1, 2}, B = {1, 3},
C = {2, 3} sind dann paarweise sto
hastis
h unabhängig, daP(A) = P(B) = P(C) =

1

2
, P(A ∩ B) = P(A ∩ C) = P(B ∩ C) =

1

4
.Wegen A ∩ B ∩ C = ∅ gilt jedo
h:P(A ∩ B ∩ C) = 0 6= 1

8
= P(A)P(B)P(C),d.h. A,B,C sind ni
ht gemeinsam sto
hastis
h unabhängig.15.2.5 BeispielIn Beispiel 10.0.5 wurden beim zweifa
hen Würfelwurf die Ereignisse A = erste Zi�er gerade und

B = Summe beider Zi�ern ist gerade betra
htet. Als Wahrs
heinli
hkeit ergeben si
hP(A) =
18

36
=

1

2
, P(B) =

18

36
=

1

2
und P(A ∩ B) =

9

36
=

1

4
.Daher gilt P(A∩B) = 1

4 = P(A)P(B), so dass die Ereignisse A und B sto
hastis
h unabhängig sind.Die Ereignisse D = Beide Zi�ern sind glei
h und B sind hingegen ni
ht sto
hastis
h unabhängig.
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 11515.3 Unabhängigkeit von ZufallsvariablenIn Abs
hnitt 15.2 wurde die Unabhängigkeit zweier Ereignisse A und B de�niert dur
h die Eigen-s
haft:P(A ∩ B) = P(A) · P(B).Die Forderung dieser Produkteigens
haft wird nun auf Zufallsvariablen übertragen.15.3.1 De�nition (Sto
hastis
he Unabhängigkeit von Zufallsvariablen)Seien X und Y Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen FX , F Y und F (X,Y ). Dann heiÿen Xund Y sto
hastis
h unabhängig, falls
F (X,Y )(x, y) = FX(x) · F Y (y) für alle x, y ∈ R.Zufallsvariablen X1, . . . ,Xn heiÿen sto
hastis
h unabhängig, falls
F (X1,...,Xn)(x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . ,Xn ≤ xn) =

n∏

i=1

FXi(xi) für alle x1, . . . , xn ∈ R.15.3.2 BemerkungDie Unabhängigkeit von Zufallsvariablen läÿt si
h au
h mittels der (Zähl-) Di
hten überprüfen.
• Diskreter Fall: Äquivalent zur De�nition 15.3.1 ist die Bedingung an die Zähldi
hten derZufallsvariablen:P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi) · P(Y = yj) für alle i und j.Diese Bedingung erinnert an die ursprüngli
he De�nition der Unabhängigkeit von Ereignissen.Für Zufallsvariablen X1, . . . ,Xn lautet die Bedingung:P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn) =

n∏

i=1

P(Xi = xi) für alle xi ∈ TXi, i = 1, . . . , n.

• Stetiger Fall: Äquivalent zur De�nition 15.3.1 ist die Bedingung an die Di
hten der Zufalls-variablen:
f (X,Y )(x, y) = fX(x) · fY (y) für alle x und y.Für Zufallsvariablen X1, . . . ,Xn lautet die Bedingung:
f (X1,...,Xn)(x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

fXi(xi) für alle x1, . . . , xn ∈ R.Je na
h Fragestellung kann es einfa
her sein die De�nition zu benutzen oder auf diese äquivalentenFormulierungen zurü
kzugreifen.
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201215.3 Unabhängigkeit von Zufallsvariablen15.3.3 BeispielIn Beispiel 12.2.1 ergibt si
h für das Produkt der Zähldi
hten pX
i , i ∈ N0, und pY

j , j = 0, . . . , n:
pX

i · pY
j =

1

2i+1
·
(

n

j

)
1

2n
=

(
n

j

)
1

2n+i+1
= pij.Daher ist die Produkteigens
haft für die Zähldi
hten erfüllt, und X und Y sind sto
hastis
h unab-hängig.In Beispiel 12.2.2 kann die Produkteigens
haft der Verteilungsfunktionen zur Untersu
hung derUnabhängigkeit verwendet werden. Wären die Zufallsvariablen X und Y sto
hastis
h unabhängig,so müÿte F (X,Y ) = FX(x) · F Y (y) für alle x, y ∈ R gelten. Wegen

FX(x) · F Y (y) = (1 − e−x)(1 − e−y), x, y ≥ 0und F (X,Y )(x, y) = 1 − e−y, 0 ≤ y < x, gilt o�ensi
htli
h
FX(x) · F Y (y) = (1 − e−x)(1 − e−y) 6= 1 − e−y = F (X,Y )(x, y), 0 ≤ y < x,so dass X und Y ni
ht sto
hastis
h unabhängig sind.15.3.4 BeispielBesitzt (X,Y ) eine zweidimensionale Normalverteilung (siehe Abs
hnitt 14.2), so sind X und Ygenau dann sto
hastis
h unabhängig, wenn ρ = 0 gilt. Denn es gilt ρ = 0 genau dann, wenn

f (X,Y )(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1 − ρ2

exp

{
− 1

2(1 − ρ2)

[
(x − µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(x − µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

]}

=
1

2πσ1σ2
exp

{
−1

2

[
(x − µ1)

2

σ2
1

+
(y − µ2)

2

σ2
2

]}

=
1√

2πσ1

exp

{
− 1

2σ2
1

(x − µ1)
2

}
1√

2πσ2

exp

{
− 1

2σ2
2

(y − µ2)
2

}
= fX(x) fY (y).15.3.5 ÜbungsaufgabeDie Zufallsvariablen X und Y bes
hreiben die Bewertungen eines Bauteiles in zwei Tests. DieVerteilung von (X,Y ) ist dur
h folgende unvollständige Tabelle gegeben:

Y

P (X = i, Y = j) 1 2 3 P (X = i)1 1
20 0 0.052 3
20

1
20 0.25

X 3 3
20

1
20 0.34 1

20
1
5a) Vervollständigen Sie die Tabelle.b) Sind X und Y sto
hastis
h unabhängig oder gibt es einen Zusammenhang zwis
hen den Tests?
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haften, WS 2011/2012 11715.4 Verteilung von Funktionen von ZufallsvariablenIn diesem Abs
hnitt wird die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung von Funktionen diskreter und stetigerZufallsvariablen diskutiert.Seien X und Y diskrete Zufallsvariablen mit Zähldi
hte P(X = xi, Y = yj) und h : R
2 → R eineFunktion. Dann ist die Verteilung der Zufallsvariablen h(X,Y ) bestimmt dur
hP(h(X,Y ) = k) = P(X,Y )({(xi, yj) |h(xi, yj) = k}) =

∑

(i,j):h(xi,yj)=k

P(X = xi, Y = yj).15.4.1 BeispielSeien h(x, y) = x · y, X ∼ Bin(2, p), p ∈ (0, 1), und Y eine Zufallsvariable mit Zähldi
hteP(Y = 1) = 1 − t, P(Y = 2) = t, t ∈ (0, 1).Ferner seien X und Y sto
hastis
h unabhängig. Dann besitzt h(i, j) für i ∈ {0, 1, 2}, j ∈ {1, 2}o�ensi
htli
h die mögli
hen Werte {0, 1, 2, 4}. Damit gilt für P(XY = k), k = 0, 1, 2, 4:P(XY = 0) = P(X = 0 oder Y = 0) = P(X = 0) = (1 − p)2P(XY = 1) = P(X = 1, Y = 1) = P(X = 1)P(Y = 1) = 2p(1 − p)(1 − t)P(XY = 2) = P(X = 1, Y = 2 oder X = 2, Y = 1) = P(X = 1, Y = 2) + P(X = 2, Y = 1)

= P(X = 1)P(Y = 2) + P(X = 2)P(Y = 1) = 2p(1 − p)t + p2(1 − t)P(XY = 4) = P(X = 2, Y = 2) = P(X = 2)P(Y = 2) = p2t15.4.2 Beispiel (Summe von Bin(1, p)-verteilten Zufallsvariablen)Seien h(x, y) := x + y und X, Y sto
hastis
h unabhängige Zufallsvariable mit X,Y ∼ Bin(1, p),
p ∈ (0, 1). Dann gilt für die Verteilung von X + Y :P(X + Y = 0) = P(X = 0, Y = 0) = P(X = 0)P(Y = 0) = (1 − p)2P(X + Y = 1) = P(X = 0, Y = 1 oder X = 1, Y = 0) = P(X = 0, Y = 1) + P(X = 1, Y = 0)

= P(X = 0)P(Y = 1) + P(X = 1)P(Y = 0) = 2p(1 − p)P(X + Y = 2) = P(X = 1, Y = 1) = P(X = 1)P(Y = 1) = p2.Damit gilt X + Y ∼ Bin(2, p). Die Summe zweier sto
hastis
h unabhängiger Bin(1, p)-verteilterZufallsvariablen ist also wiederum binomialverteilt, jedo
h mit den Parametern 2 und p.Allgemein gilt: Sind X ∼ Bin(n, p) und Y ∼ Bin(m, p) sto
hastis
h unabhängig, so gilt X + Y ∼Bin(n + m, p). Die ersten Parameter n und m werden also addiert, während der zweite Parameterunverändert bleibt.Eine weitere Verallgemeinerung ist: Sind X1, . . . ,XN ∼ Bin(1, p) sto
hastis
h unabhängig, so gilt:
N∑

n=1

Xn ∼ Bin(N, p).Die Summe von N sto
hastis
h unabhängigen Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen ist daher bino-mialverteilt mit Parametern N und p.
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haften, WS 2011/201215.4 Verteilung von Funktionen von Zufallsvariablen15.4.3 Satz
X1, . . . ,Xn seien sto
hastis
h unabhängig.1. Gilt Xn ∼ Bin(1, p) für n = 1, . . . , N , so gilt

N∑

n=1

Xn ∼ Bin(N, p),d.h. die Summe unabhängiger Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen ist binomialverteilt.2. Gilt Xn ∼ Poi(λ) für n = 1, . . . , N , so gilt
N∑

n=1

Xn ∼ Poi(Nλ),d.h. die Summe unabhängiger Poission-verteilter Zufallsvariablen ist wieder Poisson-verteilt.3. Gilt Xn ∼ N(µ, σ2) für n = 1, . . . , N , so gilt
N∑

n=1

Xn ∼ N(N µ,N σ2),d.h. die Summe unabhängiger normalverteilter Zufallsvariablen ist wieder normalverteilt.15.4.4 ÜbungsaufgabeWährend eines Fluges versage jedes Triebwerk eines Flugzeuges unabhängig von den anderen mitWahrs
heinli
hkeit p = 0.5. Das Flugzeug bleibe �ugfähig, wenn mindestens die Hälfte der Trieb-werke funktioniert.Verglei
hen Sie die Zuverlässigkeit von Flugzeugen mit zwei bzw. vier Triebwerken, d.h. bere
hnenSie die Wahrs
heinli
hkeit, dass das jeweilige Flugzeug funktionsfähig ist.
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Kapitel 16Erwartungswert und Varianz
Wie Zufallszahlen und damit au
h Daten dur
h einige wenige Parameter wie arithmetis
hes Mittel,Standardabwei
hung, p-Qunatil bes
hrieben werden können, können Wahrs
heinli
hkeitsverteilun-gen dur
h Verteilungsparameter bes
hrieben werden.Die Analoga zu arithmetis
hem Mittel und empiris
her Varianz sind Erwartungswert und Varianz.16.1 Diskrete Wahrs
heinli
hkeitsverteilungenSei X eine diskrete Zufallsvariable mit Träger TX = {x1, x2, . . . } und Zähldi
hte pi = P(X = xi).Alle im folgenden auftretenden Grenzwerte werden als existent vorausgesetzt.16.1.1 De�nitionDer Erwartungswert der Zufallsvariablen X ist de�niert dur
hE(X) =

∑

xi∈TX

xiP(X = xi) =





n∑

i=1

xipi, TX = {x1, . . . , xn},
∞∑

i=1

xipi, TX = {x1, x2, . . . }.Die Varianz der Zufallsvariablen X ist de�niert dur
hvar(X) = E ((X − EX)2
)

=
∑

xi∈TX

(xi−EX)2P(X = xi) =





n∑

i=1

(xi − EX)2pi, TX = {x1, . . . , xn},
∞∑

i=1

(xi − EX)2pi, TX = {x1, x2, . . . }.Die Standardabwei
hung der Zufallsvariablen X ist de�niert dur
h √varX .
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haften, WS 2011/201216.1 Diskrete Wahrs
heinli
hkeitsverteilungenIst h : R → R eine Funktion, so gilt für den Erwartungwert der transformierten Zufallsgröÿe h(X):E (h(X)) =
∑

xi∈TX

h(xi)P(X = xi) =





n∑

i=1

h(xi)pi, TX = {x1, . . . , xn},
∞∑

i=1

h(xi)pi, TX = {x1, x2, . . . }.Speziell für h(x) = xk erhält man das k-te Moment von X: mk = E(Xk), k ∈ N.Im folgenden werden für einige Verteilungen Erwartungswerte und Varianzen bere
hnet.16.1.2 Beispiel1. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Verteilung
k 2 4 10 15 20P(X = k) 0.1 0.5 0.3 0.08 0.02Dann gilt für den Erwartungswert E(X) = 2 · 0.1 + 4 · 0.5 + 10 · 0.3 + 15 · 0.08 + 20 · 0.02 =

0.2 + 2 + 3 + 1.2 + 0.4 = 6.8. Für die Varianz erhält manvar(X) = (2−6.8)2·0.1+(4−6.8)2 ·0.5+(10−6.8)2 ·0.3+(15−6.8)2 ·0.08+(20−6.8)2 ·0.02 = 23.536.2. Einpunktverteilung X ∼ εa: Da TX = {a} gilt, folgt sofort aus De�nition 13.1:E(X) =

1∑

i=1

aP(X = a) = a, var(X) =

1∑

i=1

(a − EX)2P(X = a) = 0.3. Diskrete Glei
hverteilung X ∼ G(x1, . . . , xn): Da P(X = xi) = 1
n gilt, folgt:E(X) =

n∑

i=1

xiP(X = xi) =
1

n

n∑

i=1

xi = x, var(X) =
1

n

n∑

i=1

(xi − x)2 = s2
x.4. Poissonverteilung X ∼ Poi(λ): Für den Erwartungswert der Poissonverteilung gilt:E(X) =

∞∑

i=0

iP(X = i) =
∞∑

i=1

i e−λ λi

i!
=

∞∑

i=1

e−λ λi

(i − 1)!

= λ

∞∑

i=1

e−λ λi−1

(i − 1)!
= λ

∞∑

i=0

e−λ λi

i!
= λ.16.1.3 Bemerkung1. Ist der Träger TX der Zufallsvariablen X endli
h, so entspri
ht der Erwartungswert E(X) inder deskriptiven Statistik dem gewogenen arithmetis
hen Mittel der Trägerpunkte x1, . . . , xnbzgl. der Häu�gkeitsverteilung fj = P(X = xj). Eine analoge Aussage gilt für die Varianz.2. Der Erwartungswert E(X) kann bei einem Glü
ksspiel als dur
hs
hnittli
he Auszahlung proSpiel interpretiert werden, wenn das Spiel sehr oft dur
hgeführt wird.
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haften, WS 2011/2012 121Vereinbart man beim einfa
hen Würfelwurf eine Auszahlung in EUR in Höhe der gewürfeltenAugenzahl, so ergibt si
h ein Erwartungswert von E(X) = 3.5 [EUR℄. Daher ist dieses Spielfair, wenn der Einsatz 3.5 EUR beträgt. Liegt der Einsatz niedriger, etwa bei 3 EUR, soliegt der erwartete Gewinn eines Spielers bei 3.5 − 3 = 0.5 EUR. Ist der Einsatz höher,etwa 4 EUR, so ist der erwartete Gewinn 3.5 − 4 = −0.5 EUR. Der Spieler erzielt also einenerwarteten Verlust von 0.5 EUR.16.1.4 ÜbungsaufgabeSei die Verteilung von (X,Y ) dur
h die Tabelle in Übungsaufgabe 15.3.5 gegeben. Bestimmen SieE(X), E(Y ), var(X)und var(Y ).16.2 Stetige Wahrs
heinli
hkeitsverteilungenSei X eine stetige Zufallsvariable mit Di
htefunktion f . Alle im folgenden auftretenden Integralewerden als existent vorausgesetzt.16.2.1 De�nitionDer Erwartungswert der Zufallsvariablen X ist de�niert dur
hE(X) =

∫ ∞

−∞
t · f(t) dt.Die Varianz der Zufallsvariablen X ist de�niert dur
hvar(X) = E(X − EX)2 =

∫ ∞

−∞
(t − EX)2 · f(t) dt.Die Standardabwei
hung der Zufallsvariablen X ist de�niert dur
h √var(X).Ist h : R → R eine Funktion, so gilt für den Erwartungwert der transformierten Zufallsvariablen

h(X):E(h(X)) =

∫ ∞

−∞
h(t) · f(t) dt.Speziell für h(x) = xk erhält man das k-te Moment von X: mk = E(Xk), k ∈ N.Im folgenden werden für einige Verteilungsbeispiele Erwartungswerte und Varianzen bere
hnet.16.2.2 Beispiel1. Re
hte
kverteilung X ∼ R[a, b]:E(X) =

∫ b

a
t · 1

b − a
dt =

1

b − a

1

2
t2
∣∣∣
b

a
==

b2 − a2

2(b − a)
=

b + a

2
,var(X) =

∫ b

a

(
t − b + a

2

)2

· 1

b − a
dt =

1

b − a

1

3

(
t − b + a

2

)3 ∣∣∣
b

a

=
1

b − a

(
1

3

(
b − a

2

)3

− 1

3

(
a − b

2

)3
)

=
1

12
(b − a)2.
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haften des Erwartungswertes und der Varianz2. Exponentialverteilung X ∼ Exp(λ):E(X) =

∫ ∞

0
t · λe−λt dt = −te−λt

∣∣∣
∞

0
+

∫ ∞

0
e−λt dt =

1

λ
.3. Für die Normalverteilung N(µ, σ2) gilt:E(X) = µ, var(X) = σ2.16.3 Eigens
haften des Erwartungswertes und der VarianzIn diesem Abs
hnitt werden Eigens
haften von Erwartungswerten und Varianzen betra
htet. Hierbeiist eine Unters
heidung in diskrete und stetige Verteilungen ni
ht notwendig. Die Eigens
haftengelten unabhängig vom Verteilungstyp!Eigens
haften von Erwartungswerten.Seien X, Y , X1, . . . ,Xn Zufallsvariablen.1. E(X + Y ) = E(X) + E(Y )2. E(aX + b) = aE(X) + b für a, b ∈ R3. E( n∑

i=1

aiXi + b

)
=

n∑

i=1

aiE(Xi) + b für a1, . . . , an, b ∈ R4. Sind X und Y sto
hastis
h unabhängig, so gilt: E(XY ) = E(X) · E(Y ).5. Sind alle Trägerpunkte x ∈ TX ni
ht-negativ, d.h. x ≥ 0 für x ∈ TX (kurz: X ≥ 0), so gilt:E(X) ≥ 0.Eigens
haften von Varianzen.Seien X, Y , X1, . . . ,Xn Zufallsvariablen.1. var(X) ≥ 02. var(X) = 0 genau dann, wenn X ∼ εa für ein a ∈ R3. var(aX + b) = a2var(X) für alle a, b ∈ R.4. Sind X und Y sto
hastis
h unabhängig, so gilt: var(X + Y ) = var(X) + var(Y ).5. Sind X1, . . . ,Xn sto
hastis
h unabhängig, so giltvar( n∑

i=1

aiXi + b

)
=

n∑

i=1

a2
i var(Xi) für a1, . . . , an, b ∈ R.6. Steiners
he Regel: E(X − a)2 = var(X) + (E(X) − a)2 für beliebige a ∈ R.7. var(X) = E(X2) − (E(X))2
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hebys
he�-Unglei
hung:P(|X − EX| ≥ ε) ≤ var(X)

ε2
.Mittels der Varianz kann daher eine einfa
he Abs
hätzung für die Wahrs
heinli
hkeit angege-ben werden, dass die Zufallsvariable X um mehr als ε von ihrem Erwartungswert EX abwei
ht.16.3.1 BeispielFür eine Bin(1, p)-verteilte Zufallsvariable X1 erhalten wirE(X1) = 0 · (1 − p) + 1 · p = p, var(X1) = p(1 − p).Na
h Beispiel 11.2 gilt für sto
hastis
h unabhängige Zufallsvariablen X1, . . . ,Xn mit Xi ∼ Bin(1, p),

1 ≤ i ≤ n: n∑

i=1

Xi ∼ Bin(n, p), d.h. wir erhalten eine binomialverteilte Zufallsgröÿe als Summe vonsto
hastis
h unabhängigen Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen. Unter Ausnutzung der Linearitätdes Erwartungswertes und der Varianz (bei Unabhängigkeit!) folgt:E(X) = E( n∑

i=1

Xi

)
=

n∑

i=1

E(Xi) = np,var(X) = var( n∑

i=1

Xi

)
=

n∑

i=1

var(Xi) = np(1 − p).Mittels der Re
henregeln lassen si
h die Verteilungsparameter daher lei
ht bere
hnen.
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16.3Eigens
haftendesErwartungswertesundderVarianz

Erwartungswert und Varianz einiger VerteilungenDiskrete VerteilungenVerteilung Bezei
hnung Träger Erwartungswert VarianzEinpunktverteilung εa {a} a 0Diskrete Glei
hverteilung G(x1, . . . , xn) {x1, . . . , xn} x s2
xBinomialverteilung Bin(n, p) {0, . . . , n} np np(1 − p)Bernoulli-Verteilung Bin(1, p) {0, . . . , 1} p p(1 − p)Hypergeometris
he Verteilung Hyp(n, r, s) {max{0, n − s}, . . . ,min{r, n}} n r

r+s n r
r+s

s
r+s

r+s−n
r+s−1Geometris
he Verteilung Geo(p) N0

1−p
p

1−p
p2Poisson-Verteilung Poi(λ) N0 λ λStetige VerteilungenRe
hte
kverteilung R[a, b] [a, b] a+b

2
(b−a)2

12Exponential-Verteilung Exp(λ) [0,∞) 1
λ

1
λ2Weibull-Verteilung W (α, β) [0,∞) β 1

α Γ
(

1
α

)
β2
(

2
αΓ
(

2
α

)
−
(

1
αΓ
(

1
α

))2)Gamma-Verteilung Γ(α, β) [0,∞) α
β

α
β2

χ2-Verteilung χ2
f [0,∞) f 2fF-Verteilung Ff1,f2 [0,∞) f2

f2−2
2f2

2 (f1+f2−2)
f1(f2−2)2(f2−4)

(f2 > 2) (f2 > 4)Normalverteilung N(µ, σ2) R µ σ2t-Verteilung tf R 0 f
f−2

(f > 2)
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haften, WS 2011/2012 12516.3.2 ÜbungsaufgabeDie Dreie
ks-Verteilung ist eine stetige Wahrs
heinli
hkeitsverteilung, deren Di
hte auf dem Trägereine Dreie
ksgestalt hat. Bestimmen Sie die Di
hte der Dreie
ksverteilung für den Träger [0, 4]. Sei
X eine Zufallsvariable, die diese Dreie
ksverteilung besitzt. Bestimmen Sie au
h E(X) und var(X).16.4 Gesetz der groÿen Zahlen16.4.1 Satz (Gesetz der groÿen Zahl)Sind X1,X2, . . . sto
hastis
h unabhängige Zufallsvariablen, die alle die glei
he Verteilung mit end-li
her Varianz besitzen, dann konvergiert das arithmetis
he Mittel 1

N

∑N
n=1 Xn mit wa
hsendem Ngegegen den Erwartungswert E(X1). Die Konvergenz gilt dabei in einem der folgenden Sinne

lim
N→∞

P

(∣∣∣∣∣
1

N

N∑

n=1

Xn − E(X1)

∣∣∣∣∣ > ǫ

)
= 0 für alle ǫ > 0 (s
hwa
hes Gesetz der groÿen Zahlen)oder

P

({
ω; lim

N→∞
1

N

N∑

n=1

Xn(ω) = E(X1)

})
= 1 (starkes Gesetz der groÿen Zahlen).Die Zufallsvariablen X1,X2 . . . können au
h Indikatorfunktionen von folgender Form sein

Xn(ω) = 1A(Yn(ω)) =

{
1, falls Yn(ω) ∈ A,

0, falls Yn(ω) /∈ A.Dann ist das arithmetis
he Mittel 1
N

∑N
n=1 Xn(ω) die relative Häu�gkeit der Ereignisse, dass Yn(ω)in A fällt. Sind Y1, Y2, . . . sto
hastis
h unabhängig und besitzen sie die glei
he Verteilung, so gilt na
hSatz 16.4.1, dass diese relative Häu�gkeit von Yn in A gegen E(Yn) = P (Yn ∈ A) = P Yn(A) konver-giert. Da Zufallszahlen gerade die Realisierungen der Zufallsvariablen Y1, Y2, . . . bei einem speziellen

ω darstellen, erhalten wir die am Anfang in Teil II gegebene Motivation von Wahrs
heinli
hkeit.16.5 Sto
hastis
he Simulation von Erwartungswert und VarianzKönnen Erwartungswert oder Varianz ni
ht explizit bere
hnet werden, können sie per Simulationbestimmt werden. Dazu erzeugt man von der Verteilung genügend Zufallszahlen x1, x2, . . . , xN . DerErwartungswert wird dann na
h dem Gesetz der groÿen Zahlen (Satz 16.4.1) dur
h das arithmetis
heMittel x der Zufallszahlen approximiert.Da die Varianz ein spezieller Erwartungswert ist, kann au
h die Varianz dur
h
1

N

N∑

n=1

(xn − E(X))2
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haften, WS 2011/201216.5 Sto
hastis
he Simulation von Erwartungswert und Varianzapproximiert werden, wenn der Erwartungswert E(X) bekannt ist. Ist dieser aber unbekannt, kanndieser dur
h das arithmetis
he Mittel der Zufallszahlen ersetzt werden, so dass folgende Approxi-mation benutzt werden kann
1

N

N∑

n=1

(xn − x)2.Das ist bis auf den Faktor 1
N die empiris
he Varianz der Zufallszahlen, bei der der Faktor 1

N−1benutzt wird. Bei sehr groÿem N , was bei Simulationen der Fall sein sollte, ist es egal ob 1
N oder 1

N−1benutzt wird. Somit kann die Varianz dur
h die empiris
he Varianz der Zufallszahlen approximiertwerden. Für kleine Datensätzen ist der Faktor 1
N−1 und damit die empirs
he Varianz sogar besser.
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Kapitel 17Weitere wahrs
heinli
hkeitstheoretis
heKennzahlen
17.1 p-QuantileIn Abs
hnitt 9 wurden p-Quantile für Zufallszahlen vorgestellt. Ein Analogon kann au
h für Wahr-s
heinli
hkeitsverteilungen de�niert werden. Diese p-Quantile spielen innerhalb der induktiven Sta-tistik eine grundlegende Rolle.17.1.1 De�nition (p-Quantil)Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F .Für eine Zahl p ∈ (0, 1) wird das p-Quantil Qp = Qp(X) der dur
h die Verteilungsfunktion F = FXfestgelegten Verteilung PX de�niert dur
h den kleinsten Wert x ∈ R, für den gilt:

F (x) ≥ p.Das 0.5-Quantil heiÿt Median, das 0.25-Quantil unteres Quartil und das 0.75-Quantil oberesQuartil.17.1.2 Bemerkung1. Die obige De�nition stimmt ni
ht ganz mit der in Abs
hnitt 5.3 überein. Sie könnte abergenauso gegeben werden. Der Vorteil der obigen De�nition ist aber, dass dadur
h das p-Quantil immer eindeutig ist und wie folgt über die Verteilungsfunktion F bestimmt werdenkann.2. Ist F eine Treppenfunktion, d.h. die zugrundeliegende Verteilung ist diskret (etwa mit Träger
TX = {x1, x2, . . . }), so ist ein Trägerpunkt glei
h dem p-Quantil. Es werden zwei Situationenunters
hieden, wobei x1 < x2 < . . . gilt:

• Es gibt einen Trägerpunkt xj mit F (xj) = p. Dann ist xj das p-Quantil: Qp = xj .
• Es gibt keinen Trägerpunkt xj mit F (xj) = p. Dann gibt es zwei Fälle:
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haften, WS 2011/201217.1 p-Quantile1. F (x1) > p: Dann ist Qp = x1;2. F (x1) < p: Dann gibt es Trägerpunkte xj−1 und xj mit F (xj−1) < p und F (xj) > p,und es gilt: Qp = xj .Sei nun X ∼ Bin(3, 0.5). Dann gilt:
xi 0 1 2 3P(X = xi) 0.125 0.375 0.375 0.125

F (xi) 0.125 0.5 0.875 1Ist p = 0.5, so wird der Wert von der Verteilungsfunktion angenommen an der Stelle x = 1.Daher ist x = 1 der Median oder das 0.5-Quantil Q0.5. Ist p = 0.1, so ist F (x1) = F (0) =
0.125 > 0.1 und Q0.1 = 0. Ist p = 0.9, so gilt F (x3) = F (2) = 0.875 < 0.9 und F (x4) =
F (3) = 1 > 0.9, so dass Q0.9 = 3.3. Bei stetigen Verteilungen ist das p-Quantil der kleinste x-Wert mit F (x) = p. Ist insbeson-dere F eine streng monotone Funktion, so ist Qp die eindeutig bestimmte Lösung derGlei
hung F (x) = p.Sei X ∼ Exp(λ), d.h. X hat die Verteilungsfunktion

F (x) =

{
0, x < 0

1 − e−λx, x ≥ 0.Die Glei
hung F (x) = p besitzt für p ∈ (0, 1) eine eindeutige Lösung:Qp = − 1

λ
log(1 − p).4. Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist zwar streng monoton steigend, je-do
h ni
ht in expliziter Form verfügbar. Daher müssen in diesem Fall die p-Quantile numeris
hbestimmt werden.Soll etwa Q0.1 bestimmt werden, so kann benutzt werden, dass die Di
htefunktion der Stan-dardnormalverteilung symmetris
h um den Nullpunkt ist. Für die Verteilungsfunktion giltdaher: Φ(x) = 1 − Φ(−x). Für ein p-Quantil mit p < 0.5 nutzt man daher die BeziehungQp = −Q1−p.Für das 0.1-Quantil erhält man daher Q0.1 = −Q0.9 = −1.29. Der Median ist Q0.5 = 0.5. p-Quantile von Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen erhält man in R aber ganz einfa
h überqdistname, wobei distname für den Verteilungsnamen steht. So liefert z.B. qnorm(0.1) das0.1-Quantil der Standardnormalverteilung.17.1.3 ÜbungsaufgabeDie Zufallsvariable X besitze die diskrete Glei
hverteilung auf 1, 2, . . . , 6. Bestimmen Sie das 0.25-Quantil Q0.25(X) und das 0.75-Quantil Q0.75(X).
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haften, WS 2011/2012 12917.2 AbhängigkeitsmaÿeWenn zwei Zufallsvariablen X und Y ni
ht sto
hastis
h unabhängig sind, können bedingte Wahr-s
heinli
hkeiten bere
hnet werden. Man kann aber die Abhängigkeit au
h dur
h eine Kennzahlerfassen. Dazu gibt es mehrere Mögli
hkeiten. Hier wird nur die Kovarianz und die Korrelationbehandelt.Sei P(X,Y ) die gemeinsame Verteilung von X und Y . Sind X und Y diskret, so bezei
hne pij =P(X = xi, Y = yj) die Zähldi
hte von P(X,Y ). Sind X und Y stetig, so bezei
hne f (X,Y ) diezugehörige Di
htefunktion. Für den Erwartungswert des Produktes X · Y gilt dann:E(XY ) =





∑

i,j

xi · yj · P(X = xi, Y = yj), X, Y diskret,
∞∫

−∞

∞∫
−∞

x · y · f (X,Y )(x, y) dydx, X, Y stetig.In analoger Weise wird der Erwartungswert von h(X,Y ) de�niert, wobei h : R
2 → R eine Funktionist: E(h(X,Y )) =





∑

i,j

h(xi, yj) · P(X = xi, Y = yj), X, Y diskret,
∞∫

−∞

∞∫
−∞

h(x, y) · f (X,Y )(x, y) dydx, X, Y stetig.Basierend auf dieser De�nition werden nun Kovarianz und Korrelation der Zufallsvariablen X und
Y de�niert.17.2.1 De�nition (Kovarianz, Korrelation)Seien X und Y Zufallsvariablen. Dann heiÿtkov(X,Y ) = E[(X − E(X)) · (Y − E(Y ))]Kovarianz von X und Y . Die Gröÿekorr(X,Y ) =

kov(X,Y )√var(X) · var(Y )heiÿt Korrelation von X und Y .17.2.2 Bemerkung1. Kovarianz und Korrelation sind symmetris
h, d.h. es gilt: kov(X,Y ) = kov(Y,X) und korr(X,Y ) =korr(Y,X).2. kov(X,Y ) = E(XY ) − E(X) · E(Y ).3. −1 ≤ korr(X,Y ) ≤ 1, wobei korr(X,Y ) = 1 genau dann, wenn es Zahlen a > 0 und b ∈ Rgibt mit P(Y = aX + b) = 1. korr(X,Y ) = −1 ist genau dann erfüllt, wenn es Zahlen a < 0und b ∈ R gibt mit P(Y = aX + b) = 1. Y ist in beiden Fällen mit Wahrs
heinli
hkeit 1 einelineare Funktion von X.
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haften, WS 2011/201217.2 Abhängigkeitsmaÿe4. Gilt korr(X,Y ) < 0, so heiÿen die Zufallsvariablen X und Y negativ korreliert. Giltkorr(X,Y ) > 0, so heiÿen die Zufallsvariablen X und Y positiv korreliert.5. Gilt korr(X,Y ) = 0, so heiÿen die Zufallsvariablen X und Y unkorreliert. Es gilt: Sind Xund Y sto
hastis
h unabhängig, so sind sie au
h unkorreliert. Die Umkehrung ist i.a. aberni
ht ri
htig! Eine Ausnahme ist die zweidimensionale Normalverteilung.6. var(X + Y ) = var(X) + var(Y ) + 2kov(X,Y ), d.h. die Formel var(X + Y ) = var(X) + var(Y )gilt au
h für unkorrelierte Zufallsvariablen.7. kov(aX + b, cY + d) = ac · kov(X,Y ) für alle a, b, c, d ∈ R.8. kov(X,X) = var(X), kov(Y, Y ) = var(Y )17.2.3 BeispielSeien X und Y Zufallsvariablen mit folgender Zähldi
hte:
YP(X = xi, Y = yj) 0 1 2 P(X = xi)

X −1 1
10

1
5

1
10

2
5

1 1
4

1
4

1
10

3
5P(Y = yj)

7
20

9
20

1
5 1Dann gilt:E(X) = (−1) · 2

5
+ 1 · 3

5
=

1

5
= 0.2E(X2) = (−1)2 · 2

5
+ 12 · 3

5
= 1var(X) = E(X2) − (E(X))2 = 1 − 1

25
=

24

25
= 0.96E(Y ) = 0 · 7

20
+ 1 · 9

20
+ 2 · 1

5
=

17

20
= 0.85E(Y 2) = 02 · 7

20
+ 12 · 9

20
+ 22 · 1

5
=

5

4
= 1.25var(Y ) = E(Y 2) − (E(Y ))2 =

5

4
− 172

202
=

211

400
= 0.05275E(XY ) = (−1) · 0 · 1

10
+ (−1) · 1 · 1

5
+ (−1) · 2 · 1

10
+ 1 · 0 · 1

4
+ 1 · 1 · 1

4
+ 1 · 2 · 1

10
=

1

20
= 0.05kov(X,Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) =

1

20
− 1

5
· 17

20
= − 3

25
= −0.12korr(X,Y ) =

kov(X,Y )√var(X) · var(Y )
=

− 3
25√

24
25 · 211

400

= −
√

6

211
= −0.169.17.2.4 BeispielIst (X,Y ) ∼ N2(µ1, µ2, σ

2
1 , σ

2
2 , ρ), so giltkorr(X,Y ) = ρ,und X und Y sind sto
hastis
h unabhängig genau dann, wenn korr(X,Y ) = ρ = 0.
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h die Tabelle in Übungsaufgabe 15.3.5 gegeben. Bestimmen Siekov(X,Y ) und korr(X,Y ).
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Kapitel 18Markovketten
Ein wi
htiges Thema der Wahrs
heinli
hkeitstheorie ist das Studium von sto
hastis
hen Prozessen,d.h. von Familien von Zufallsvariablen, die meist die zeitli
he, gelegentli
h die räumli
he, Entwi
k-lung eines Zufallsges
hehens bes
hreiben. Neben den Folgen von unabhängigen Zufallsvariablen, diebisher betra
htet wurden, ist eine Klasse von Prozessen besonders wi
htig, die man Markovs
he Ket-ten oder Markov-Ketten nennt. Sie sind dur
h eine spezielle übersi
htli
he Form der Abhängigkeitder Variablen 
harakterisiert. Markov-Ketten werden zum Beispiel zur Simulation von Wartes
hlan-gen oder im Berei
h der Qualitätssi
herung in der Fertigungskontrolle benutzt.18.0.6 De�nition (Sto
hastis
her Prozess)Eine Familie {Xt; t ∈ T} von Zufallsvariablen mit Werten in I heiÿt sto
hastis
her Prozess mitParameterberei
h T und Zustandsraum I.18.0.7 De�nition (Markov-Kette)Eine Markov-Kette ist ein sto
hastis
her Prozess {Xn; n ∈ N ∪ {0}} mit abzählbarem Zu-standsraum I, der die folgende Markovs
he Eigens
haft besitzt: Für alle n ∈ N ∪ {0} undalle i0, i1, . . . , in+1 ∈ I mit P (X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in) > 0 gilt

P (Xn+1 = in+1|X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in) = P (Xn+1 = in+1|Xn = in).Die Zufallsvariable Xn wird als Zustand eines Systems zur Zeit n interpretiert. Der Prozess hat dieMarkovs
he Eigens
haft, wenn die Wahrs
heinli
hkeit, zur Zeit n+1 in einem beliebigen Zustand zugelangen, nur vom Zustand zur Zeit n und von n abhängt, aber ni
ht davon, in wel
hen Zuständendas System früher war. Hängt die Wahrs
heinli
hkeit, dass das System zur Zeit n + 1 in einembeliebigen Zustand gelangt, nur vom Zustand zur Zeit n und ni
ht von n ab, so heiÿt die Markov-Kette homogen oder Kette mit stationären Übergangswahrs
heinli
hkeiten. Für homogeneMarkov-Ketten gilt für alle i, j ∈ I und alle n ∈ N ∪ {0}

P (Xn+1 = i|Xn = j) = pij.Ist der Zustandsraum I endli
h, so kann mit den Übergangswahrs
heinli
hkeiten P (Xn+1 = i|Xn =
j) eine Matrix Pn,n+1 = (P (Xn+1 = i|Xn = j))i,j∈I gebildet werden. Diese Matrix wird Über-
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hastis
he Matrix, d.h. es gilt
P (Xn+1 = i|Xn = j) ≥ 0 für alle i, j ∈ I und ∑

i∈I

P (Xn+1 = i|Xn = j) = 1 für alle j ∈ I.Kennt man die Wahrs
heinli
hkeiten der Zustände j ∈ I zum Zeitpunkt n, so können bei einerMarkov-Kette mit dem Satz von der totalen Wahrs
heinli
hkeit (Satz 15.1.5) die Wahrs
heinli
h-keiten der Zustände zum Zeitpunkt n + 1 bere
hnet werden:
P (Xn+1 = i) =

∑

j∈I

P (Xn+1 = i|Xn = j) P (Xn = j).Diese Beziehung kann au
h mit der Übergangsmatrix Pn,n+1 ausgedrü
kt werden, wenn generell pnder Vektor mit den Wahrs
heinli
hkeiten P (Xn = i) ist, d.h. pn = (P (Xn = i))i∈I :
pn+1 = Pn,n+1 pn. (18.1)Da bei einer homogenen Markovkette die Übergangswahrs
heinli
hkeiten ni
ht von der Zeit n ab-hängen, hängt au
h die Übergangsmatrix ni
ht von n ab und es kann P = Pn,n+1 = (pij)i,j∈I gesetztwerden. Damit vereinfa
ht si
h (18.1) zu
pn+1 = P pn.Wiederholtes Anwenden ergibt
pn+m = Pm pn für m ∈ N.Ist pn ein Eigenvektor von P zum Eigenwert 1 (d.h. es gilt P pn = pn), so ändert si
h die Wahr-s
heinli
hkeitsverteilungen bei n + m ni
ht mehr, denn dann gilt
pn+m = Pm pn = Pm−1 pn = . . . = P pn = pn.18.0.8 De�nitionSei die homogene Markovkette gegeben dur
h die Übergangsmatrix P. Eine Wahrs
heinli
hkeits-verteilung gegeben dur
h π = (πi)i∈I heiÿt invariante Wahrs
heinli
hkeitsverteilung der ho-mogenen Markovkette, falls gilt
π = P π.18.0.9 SatzIst die homogene Markovkette gegeben dur
h die Übergangsmatrix P und gibt es l ∈ N, so dass dieMatrix P l nur e
ht positive Einträge hat, so gilt für alle pn:
PM pn konvergiert mit M → ∞ gegen die invariante Wahrs
heinli
hkeitsverteilung π.
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• Die Bedingung, dass es l ∈ N gibt, so dass die Matrix P l nur e
ht positive Einträge hat,impliziert, dass mit positiver Wahrs
heinli
hkeit von jedem Zustand j na
h endli
h vielenS
hritten zu jedem Zustand i gelangt werden kann. Man sagt au
h, dass die Zustände i und jkommunizieren. Allerdings gilt ni
ht allgemein, dass es ein l gibt, so dass P l nur e
ht positiveEinträge hat, wenn alle Zustände miteinander kommunizieren. Ein Gegenbeispiel erhält manmit zwei Zuständen 0 und 1 und p01 = 1, p10 = 1.
• Satz 18.0.9 gilt au
h, wenn pn dur
h ein Einpunkt-Maÿ gegeben ist, d.h. wenn pn ein Vektor ist,der eine Eins und ansonsten lauter Nullen enthält. Das kann so interpretiert werden, dass zumZeitpunkt n in einem bestimmten Zustand, nämli
h der Zustand, der die Wahrs
heinli
hkeit1 hat, gestartet wird.
• Generell wird eine Markovkette wie folgt realisiert: Man startet zur Zeit n = 0 in einemZustand i0 ∈ I. Mit der Wahrs
heinli
hkeitsverteilung P (X1 = i|X0 = i0), i ∈ I, wirdein Zustand i1 zur Zeit n = 1 realisiert. Ausgehend von diesem Zustand i1 wird mit derWahrs
heinli
hkeitsverteilung P (X2 = i|X1 = i1), i ∈ I, ein Zustand i2 zur Zeit n = 2realisiert und so weiter. Im ganzen erhält man eine Folge von Zuständen i0, i1, i2, i3, . . .. Mankann nun au
h no
h zeigen, dass unter den Voraussetzungen des Satzes 18.0.9 die relativenHäu�gkeiten der Zustände i ∈ I innerhalb der Folge i0, i1, i2, i3, . . . , iN mit N → ∞ gegen dieWahrs
heinli
hkeiten πi, i ∈ I, der invarianten Wahrs
heinli
hkeitsverteilung konvergieren.Dies soll anhand der Fragestellung von Beispiel 1.0.8 demonstriert werden.18.0.11 Beispiel (Anzahl kaputter Fahrzeuge, siehe Beispiel 1.0.8)Wenn von 6 Fahrzeugen pro Tag nur ein Fahrzeug repariert werden kann und die Fahrzeuge unab-hängig von einander kaputt gehen, so können am Ende eines Tages 0,1,2,3,4,5,6 Fahrzeuge kaputtsein. Beoba
htet man die Anzahl Xn der kaputten Fahrzeuge über mehrere Tage n, so haben wireinen sto
hastis
hen Prozess mit einem Zustandsraum I = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} und einem Parameter-raum, der dur
h die Tage n gegeben ist. Dieser sto
hastis
he Prozess ist eine Markov-Kette, da dieAnzahl der kaputten Fahrzeuge an einem Tag nur davon abhängt, wie viele Fahrzeuge am Tag davorkaputt waren. Es ist au
h eine homogene Markov-Kette, da die Übergangswahrs
heinli
hkeiten voneinem Tag zum nä
hsten Tag ni
ht vom speziellen Tag abhängen (Sonntage und Feiertage werdenhier einfa
h ni
ht berü
ksi
htigt). Ist p die Wahrs
heinli
hkeit, dass ein Fahrzeug an einem Tagkaputt geht, so werden die Übergangswahrs
heinli
hkeiten wie folgt bestimmt (dabei wird ange-nommen, dass jedes Fahrzeug mit glei
her Wahrs
heinli
hkeit p kaputt geht und dass die Reparatureines Fahrzeuges nur am Morgen eines Tages vor Inbetriebnahme der Fahrzeuge erfolgt):1. Ist am Abend des Vortrages kein Fahrzeug kaputt, so muss am Morgen des Folgetageskein Fahrzeug repariert werden und im Laufe des Tages können 0,1,2,3,4,5,6 Fahrzeuge kaputtgehen. Die Wahrs
heinli
hkeiten dieser 7 Zustände sind dur
h die Binomialverteilung Bin(6, p)gegeben:

P (Xn+1 = i|Xn = 0) =

(
6

i

)
pi(1 − p)6−i für i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.2. Ist am Abend des Vortrages ein Fahrzeug kaputt, so wird dieses am Morgen des folgendenTages repariert und Laufe des Tages können 0,1,2,3,4,5,6 Fahrzeuge kaputt gehen. In diesem
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P (Xn+1 = i|Xn = 1) =

(
6

i

)
pi(1 − p)6−i für i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.3. Sind am Abend des Vortrages j Fahrzeuge kaputt (j = 2, 3, 4, 5), so sind na
h der Reparatureines Fahrzeuges am Morgen des folgenden Tages j − 1 Fahrzeuge kaputt und im Laufe desTages können no
h 0, 1, . . . , 6−j+1 weitere Fahrzeuge kaputt gehen, was gemäÿ einer Bin(6−

j + 1, p)-Verteilung eintritt. Am Ende des Tages können dann j − 1, j, . . . , 6 Fahrzeuge kaputtsein. Es gelten also folgende Übergangswahrs
heinli
hkeiten:
P (Xn+1 = i|Xn = j) =

(
6 − j + 1

i − j + 1

)
pi−j+1(1 − p)6−i für i = j − 1, j, . . . , 6,

P (Xn+1 = i|Xn = j) = 0 für i = 0, 1, . . . , j − 2.4. Sind am Abend des Vortrages 6 Fahrzeuge kaputt, so sind na
h der Reparatur eines Fahr-zeuges am Morgen des folgenden Tages 5 Fahrzeuge weiterhin kaputt und im Laufe des Tageskönnen no
h 0 oder 1 Fahrzeug kaputt gehen, was gemäÿ einer Bin(1, p)-Verteilung eintritt.Am Ende des Tages können dann 5 oder 6 Fahrzeuge kaputt sein. Diese 2 Zustände treten mitfolgenden Wahrs
heinli
hkeiten auf:
P (Xn+1 = 5|Xn = 6) = 1 − p, P (Xn+1 = 6|Xn = 6) = p.Ansonsten gilt P (Xn+1 = i|Xn = 6) = 0 für i = 0, 1, 2, 3, 4.Es ist klar, dass X1,X2, . . . eine homogene Markovkette bildet, die kommunizierende Zuständebesitzt, da von jeder Anzahl von kaputten Fahrzeugen man in endli
he vielen Tagen mit positiverWahrs
heinli
hkeit zu einer anderen Anzahl kaputter Fahrzeuge gelangen kann.Die Datei UeMatFahrzeuge.as
 enthält die Funktion, die die Übergangsmatrix erzeugt:"UeMatFahrzeuge" <-fun
tion (p=0.4,k=6){# Bere
hnet Uebergangsmatrix mit den Uebergangswahrs
heinli
hkeiten# für das Fahrzeuge Beispieluemat<-dbinom(0:k,size=k,prob=p)uemat<-
(uemat,uemat)for(j in 2:k){uemat<-
(uemat, rep(0,j-1), dbinom(0:(6-j+1),size=6-j+1,prob=p))}uemat<-matrix(uemat,n
ol=(k+1), byrow=F)uemat}Folgender Aufruf der Funktion UeMatFahrzeuge liefert z.B. die Übergangsmatrix für p = 0.4:
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haften, WS 2011/2012 137> UeMatFahrzeuge(p=0.4)[,1℄ [,2℄ [,3℄ [,4℄ [,5℄ [,6℄ [,7℄[1,℄ 0.046656 0.046656 0.00000 0.0000 0.000 0.00 0.0[2,℄ 0.186624 0.186624 0.07776 0.0000 0.000 0.00 0.0[3,℄ 0.311040 0.311040 0.25920 0.1296 0.000 0.00 0.0[4,℄ 0.276480 0.276480 0.34560 0.3456 0.216 0.00 0.0[5,℄ 0.138240 0.138240 0.23040 0.3456 0.432 0.36 0.0[6,℄ 0.036864 0.036864 0.07680 0.1536 0.288 0.48 0.6[7,℄ 0.004096 0.004096 0.01024 0.0256 0.064 0.16 0.4Die Übergangsmatrix ist also
P =




0.0467 0.0467 0.0000 0.0000 0.000 0.00 0.0

0.1866 0.1866 0.0778 0.0000 0.000 0.00 0.0

0.3110 0.3110 0.2592 0.1296 0.000 0.00 0.0

0.2765 0.2765 0.3456 0.3456 0.216 0.00 0.0

0.1382 0.1382 0.2304 0.3456 0.432 0.36 0.0

0.0369 0.0369 0.0768 0.1536 0.288 0.48 0.6

0.0041 0.00401 0.0102 0.0256 0.064 0.16 0.4




.

Mit der Funktion MarkovKette in der Datei MarkovKette.as
 kann nun eine homogene Markovkettezu einer beliebigen Übergangsmatrix erzeugt werden:"MarkovKette" <-fun
tion (uemat, N=4, start=1){# Simuliert eine Markovkette mit der Übergangsmatrix uemat# für die Zustände 0,1,...,n
ol(uemat)-1# Startwert:i<- startmk<-i-1for(n in 1:N){u<-runif(1)for(l in 1:n
ol(uemat)){if(i == l){psum<-
umsum(uemat[,l℄)for(k in 1:nrow(uemat)){if(k==1){if(u<=psum[1℄){j<-1}}else{if(psum[k-1℄<u & u<=psum[k℄){j<-k}}}
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(mk,i-1)}list(Markovkette=mk)}Wendet man diese Funktion z.B. auf die Übergangsmatrix für das Fahrzeug-Beispiel an, so erhältman z.B. folgende Markovketten:> MarkovKette(UeMatFahrzeuge(p=0.4),N=30)$Markovkette[1℄ 0 3 4 3 2 5 6 5 4 4 4 4 4 4 4 4 6 6 6 5 4 5 4 3 3 2 3 3 4 5 5> MarkovKette(UeMatFahrzeuge(p=0.2),N=30)$Markovkette[1℄ 0 1 2 2 2 3 3 2 1 0 3 2 4 4 3 3 4 3 3 2 2 3 4 3 3 2 3 3 4 4 5Die invariante Wahrs
heinli
hkeitsverteilung π kann über drei Methoden bestimmt werden:1. Dur
h Bestimmung eines Eigenvektors von P zum Eigenwert 1, der nur positive Einträgehat und normiert ist.2. Dur
h Approximation über PM pn mit groÿem M , wobei für pn =
(

1
k , . . . , 1

k

) benutzt werdenkann, wenn pn ∈ R
k gilt.3. Dur
h Ermittlung der relativen Häu�gkeiten der Zustände in einer langen simulierten Mar-kovkette.Diese drei Mögli
hkeiten werden in der Funktion InvariantesP, die in der Datei InvariantesP.as
gegeben ist, dur
hgeführt und die Ergebnisse für die bestimmten invarianten Wahrs
heinli
hkeits-verteilungen werden mittels Balkendiagramme gegenübergestellt."InvariantesP" <-fun
tion (UeMat=UeMatFahrzeuge(0.4),epsilon=0.00001,M=100,N=100){# Bestimmt die invariante Verteilung der# Markovkette gegen dur
h die Uebergangsmatrix UeMat# 1. dur
h Approximation mit maximal M S
hritten und# Genauigkeit epsilon# 2. exakt über Bestiimung des Eigenvektors zum Eigenwert 1# 3. dur
h Simulation der Markovkette über N Periodenk<-n
ol(UeMat)par(mfrow=
(1,3))# Approximation der invarianten Verteilungp<-rep(1,k)/kp1<-UeMat%*%pm<-1while(sum((p-p1)^2)>epsilon & m<M){



Christine Müller, Sto
hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/2012 139p<-p1p1<-UeMat%*%p1m<-m+1}
at("Anzahl der Dur
hlaeufe bis Abbru
h: ",m,"\n")p1<-as.ve
tor(p1)names(p1)<-as.
hara
ter(((1:k)-1))barplot(p1,main="Approx. invariante Verteilung")# Bere
hnung der exakten invarianten VerteilungQeigen<-eigen(UeMat)q<- eigen(UeMat)$ve
tors[,Qeigen$values<=1+epsilon & Qeigen$values>=1-epsilon℄q<-q/sum(q)names(q)<-as.
hara
ter(((1:k)-1))barplot(q,main="Invariante Verteilung")# Simulation der invarianten Verteilungr<-table(MarkovKette(UeMat,N))/Nbarplot(r,main="Simulierte invariante Verteilung")list(Approximiert=p1,Exakt=q,Simuliert=r)}Die Abbildung 18.0.1, die die Ergebnisse der drei Methoden zur Bestimmung der invarianten wahr-s
heinli
hkeitsverteilung zeigt, wurde mit folgendem Aufruf erzeugt:> InvariantesP(UeMat=UeMatFahrzeuge(0.4),epsilon=0.00001,M=100,N=1000)Anzahl der Dur
hlaeufe bis Abbru
h: 10$Approximiert0 1 2 3 4 50.0001174179 0.0022831675 0.0227945837 0.1221133099 0.3273884327 0.383303768960.1419993192$Exakt 0 1 2 3 4 50.0001041711 0.0021285766 0.0220150754 0.1204806640 0.3269297519 0.385214036660.1431277245$Simuliert0 1 2 3 4 5 60.002 0.003 0.027 0.111 0.326 0.402 0.130Somit ist die invariante Verteilung dur
h
π = (π0, π1, . . . , π6)

⊤ ≈ (0.0001, 0.0021, 0.0220, 0.1205, 0.3269, 0.3852, 0.1431)⊤
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Abbildung 18.0.1: Vers
hiedene Methoden zur Bestimmung der invarianten Wahrs
heinli
hkeitsver-teilunggegeben. Na
hre
hnen der De�nition der invarianten Verteilung ergibt:
Pπ =




0.0467 0.0467 0.0000 0.0000 0.000 0.00 0.0

0.1866 0.1866 0.0778 0.0000 0.000 0.00 0.0

0.3110 0.3110 0.2592 0.1296 0.000 0.00 0.0

0.2765 0.2765 0.3456 0.3456 0.216 0.00 0.0

0.1382 0.1382 0.2304 0.3456 0.432 0.36 0.0

0.0369 0.0369 0.0768 0.1536 0.288 0.48 0.6

0.0041 0.00401 0.0102 0.0256 0.064 0.16 0.4




·




0.0001

0.0021

0.0220

0.1205

0.3269

0.3852

0.1431




≈




0.0001

0.0021

0.0220

0.1205

0.3269

0.3852

0.1431




= π

Das Ergebnis der invarianten Verteilung kann dazu benutzt werden, zu ermitteln, wie groÿ dieWahrs
heinli
hkeit ist, dass eine bestimmte Anzahl von Fahrzeugen pro Tag kaputt ist. So ist dieWahrs
heinli
hkeit für einen Tag ohne kaputte Fahrzeuge mit π0 = 0.0001 sehr klein. Die Wahr-s
heinli
hkeit für einen Tag, bei dem alle se
hs Fahrzeuge kaputt sind, ist dagegen π6 = 0.1431. Mankann au
h bestimmen, mit wie viel kaputten Fahrzeugen man pro Tag im Mittel re
henen muss.Dazu sei X eine Zufallsvariable, die die invariante Verteilung als Verteilung hat, d.h. P (X = i) = πifür i = 0, 1, . . . , 6. Dann ist deren Erwartungswert die Anzahl der kaputten Fahrzeugen, mit denenman pro Tag im Mittel re
henen muss. WegenE(X) = 0 · 0.0001+1 · 0.0021+2 · 0.0220+3 · 0.1205+4 · 0.3269+5 · 0.3852+6 · 0.1431 = 4.4998muss man also mit ungefähr 4.5 kaputten Fahrzeugen pro Tag re
hnen. Die Variabilität dieserAnzahl wird mit der Standardabwei
hung angegeben. MitE(X2) = 02 ·0.0001+12 ·0.0021+22 ·0.0220+32 ·0.1205+42 ·0.3269+52 ·0.3852+62 ·0.1431 = 21.1866ergibt si
h eine Varianz vonvar(X) = E(X2) − E(X)2 = 21.1866 − 4.49982 = 0.9384und somit eine Standardabwei
hung von √var(X) = 0.9687105. Also man muss mit ungefähr 4.5kaputten Fahrzeugen plus/minus einem kaputten Fahrzeug pro Tag re
hnen, bzw. 4.5 ± 1 ist dieerwartete Anzahl von kaputten Fahrzeugen pro Tag.
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haften, WS 2011/2012 14118.0.12 BemerkungIn Beispiel 18.0.11 wurde gezeigt, dass alle drei Methoden zur Bestimmung der invarianten Wahr-s
heinli
hkeitsverteilung sehr ähnli
he Ergebnisse liefern. Dabei ist die Methode, die die Markovkettesimuliert, die aufwendigste Methode. Allerdings ist diese Methode eine sinnvolle Methode, wenn dieÜbergangsmatrix sehr groÿ ist. Sie ist sogar die einzige mögli
he Methode, wenn die Übergangsma-trix ni
ht explizit angegeben werden kann, da man gar ni
ht alle mögli
hen Zustände kennt. Das istzum Beispiel bei den sogenannten Markovketten Monte Carlo Verfahren der Fall.18.0.13 ÜbungsaufgabeSimulieren Sie die Markovkette für das Fahrzeugbeispiel aus Beispiel 1.0.8 für folgende Wahrs
hein-li
hkeiten p:
p = 0.1 und p = 0.3.Bestimmen Sie für beide Fälle die invariante Verteilung und zwar über Approximation mit M = 100,exakt und über Simulation einer Markovkette mit N = 1000. Stellen Sie die Ergebnisse gra�s
h dar.(a) Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit bei den gewonnenen invarianten Verteilungen, dass aneinem Tag alle Fahrzeuge kaputt sind?(b) Wie groÿ ist die erwartete Anzahl kaputter Fahrzeuge pro Tag? Wie stark streut dieseerwartete Anzahl?
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hlieÿende Statistik
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Kapitel 19Fragestellungen der S
hlieÿendenStatistik
Wir haben gesehen, dass die Zufallszahlen die Eigens
haften der Verteilung widerspiegeln, von dersie erzeugt werden. Wenn man nun in der Statistik Daten erhebt, so folgen sie au
h einer Verteilung.Der Unters
hied ist nur, dass diese Verteilung unbekannt ist und dass man in der Regel nur wenigeDaten hat. D.h. man hat Daten x1, . . . , xN oder Datenpaare (x1, y1), . . . , (xN , yN ), bei denen Nre
ht klein ist. Auf jeden Fall ist N ni
ht so groÿ, wie das bei den Zufallszahlen der Fall ist, wo Nohne weiteres als 1.000 oder sogar 10.000 gewählt werden kann. Wie man nun trotzdem mit relativkleinen Datensätzen auf die zu Grunde liegende Wahrs
heinli
hkeitsverteilung ges
hlossen werdenkann, ist Aufgabe der �S
hlieÿenden Statistik�. Ein anderer Name für �S
hlieÿende Statistik� ist�Inferenz-Statistik�.Wir werden hier vor allem den Fall betra
hten, dass die Daten x1, . . . , xN eindimensional sind. Da-bei werden wir immer annehmen, dass die Daten x1, . . . , xN Realisierungen von unabhängigen undidentis
h verteilten Zufallsvariablen X1, . . . ,XN , die alle die glei
he Verteilung X0 besitzen. D.h.
x1, . . . , xN könnten au
h Zufallzahlen von der Verteilung X0 sein. Die Annahme, dass die Zufalls-variablen X1, . . . ,XN sto
hastis
h unabhängig und identis
h verteilt sind, ist so häu�g, dass dieseEigens
haft mit u.i.v (unabhängig und identis
h verteilt) oder no
h kürzer mit iid (independentand idebti
ally distributed) abgekürzt wird. X = (X1, . . . ,XN ) ist dann ein Zufallsvektor, der alsRealisierung den Sti
hprobenvektor x = (x1, . . . , xN ) besitzt.In der Regel ist ni
ht das Ziel, die ganze unbekannte zu Grunde liegende Verteilung PX0 zu bestim-men, sondern man ist nur an bestimmten Kennzahlen der Wahrs
heinli
hkeitsverteilung interessiert.19.0.14 BeispielVon den Daten x1, . . . , xN weiÿ man, dass sie im Prinzip jeden Wert in R annehmen können, d.h. diezu Grunde liegende Wahrs
heinli
hkeitsverteilung ist eine stetige Verteilung. Z.B. können x1, . . . , xNS
hraubendur
hmesser sein. Von diesen S
hraubendur
hmessern aber interessiert eventuell ni
htdie ganze Verteilung, sondern nur der Erwartungswert und die Varianz, d.h. die Frage, ob dieS
hraubendur
hmesser eine vorgegebene Zielgröÿe im Mittel einhalten und ni
ht zu sehr um dieseZielgröÿe streuen. Sind x1, . . . , xN Realisierungen von unabhängigen Zufallsvariablen X1, . . . ,XN ,die alle die glei
he Verteilung besitzen, so interessiert also µ = E(X1) = . . . = E(XN ) sowie σ2 =var(X1) = . . . = var(XN ). Diese sind unbekannt und anhand der Daten x1, . . . , xN soll eine Aussage
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ht werden.In vieler Hinsi
ht vereintfa
ht si
h das Problem, wenn man aus irgendwel
hem Grunde weiÿ, dass dieS
hraubendur
hmesser eine Normalverteilung N(µ, σ2) besitzen. Dann sind µ und σ2 die Parameterder Normalverteilung und die Verteilung wird dur
h diese beiden Parameter vollständig bestimmt.Allerdings bleibt das Problem, dass µ und σ2 unbekannt sind und anhand von x1, . . . , xN bestimmtwerden müssen.In der Bes
hreibenden Statistik lassen si
h drei wi
htige Grundtypen von Verfahren angegeben, diefür unters
hiedli
he Arten von Aussagen verwendet werden können:
• Punkts
hätzungen: Hierbei soll ein spezieller Wert, der für die zu Grunde liegende Wahr-s
heinli
hkeitsverteilung 
harakteristis
h ist, ges
hätzt werden (etwa mittlerer S
hrauben-dur
hmesser µ oder Streuung σ). Die in Teil I behandelten statistis
hen Kennzahlen für dieLage, die Streuung und den Zusammenhang sind sol
he Punkts
hätzungen für die wahrs
hein-li
hkeitstheoretis
hen Analoga. Z.B. ist das arithmetis
he Mittel von x1, . . . , xN eine Punkt-s
hätzung für den Erwartungswert µ.
• Intervalls
hätzungen: Da Punkts
hätzungen i.a. nur sehr ungenaue Prognosen liefern, wer-den oftKon�denzintervalle angegeben. Diese Berei
he werden so konstruiert, daÿ die Wahr-s
heinli
hkeit, daÿ der untersu
hte (unbekannte) Parameter in dem angegebenen Berei
h liegt,einer vorgebenen (hohen) Wahrs
heinli
hkeit entspri
ht. In obigem Beispiel bedeutet dies et-wa, ein Intervall [µ̂1, µ̂2] anzugeben mit P(µ ∈ [µ̂1, µ̂2]) ≥ 0.95.
• Hypothesentests: In vielen Fällen sollen konkrete Hypothesen bzgl. des untersu
hten Pa-rameters untersu
ht werden. Kennzei
hnend für ihr Konstruktionsprinzip ist, daÿ ri
htigeHypothesen nur mit einer kleinen Wahrs
heinli
hkeit abgelehnt werden sollen. Im obigen Bei-spiel kann etwa die Hypothese, dass die Streuung σ der zu Grunde liegenden Verteilung ni
htgröÿer als ein vorgegebener Wert σ0 ist, untersu
ht werden.Hypothesentests und Intervalls
hätzungen werden im folgenden für vers
hiedene Modellannahmenuntersu
ht. Dabei wird immer wieder auf Resultate aus der Wahrs
heinli
hkeitstheorie zurü
kge-gri�en werden.
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Kapitel 20Allgemeine Form eines statistis
henTestes
Bis auf entartete Fälle wird das arithmetis
he Mittel zum Beispiel von S
hraubendur
hmessern ni
htmit einer vorgegebenen Zielgröÿe µ0 übereinstimmen. Es stellt si
h die Frage, wie weit muss dasarithmetis
he Mittel von µ0 abwei
hen, damit man s
hlieÿen kann, dass der Produktionsprozess derS
hrauben die vorgegebene Zielgröÿe ni
ht erfüllt, d.h. dass man den Produktionsprozess stoppenmuss.Au
h wenn die Zufallsvariablen X0 und Y0 sto
hastis
h unabhängig sind, so wird die empiris
heKovarianz von Zufallszahlenpaaren (x1, y1), . . . , (xN , yN ) die gemäÿ der Verteilung von (X0, Y0)erzeugt wurden, unglei
h 0 sein, obwohl kov(X0, Y0) = 0 gilt. Die Abwei
hung von 0 wird umso gröÿersein, je kleiner die Anzahl N ist. Hier stellt si
h die Frage, wie sehr muss die empiris
he Kovarianzvon 0 abwei
hen, damit man s
hlieÿen kann, dass X0 und Y0 ni
ht sto
hastis
h unabhängig sind.Sol
he Fragen beantworten die statistis
hen Tests.Generell hat man eineNullhypothese oder Hypothese H0,und eineAlternative-Hypothese oder Alternative H1,wie zum Beispiel:

H0 : E(X0) = µ0, d.h. die Produktion hält die Zielgröÿe ein.
H1 : E(X0) 6= µ0, d.h. die Zielgröÿe µ0 wird ni
ht eingehalten.oder
H0 : X0 und Y0 sind sto
hastis
h unabhängig.
H1 : Es gibt einen Zusammenhang zwis
hen X0 und Y0.Um sol
he Fragen zu beantworten, wird aus dem Datensatz x eine Teststatistik T (x) bere
hnet,die in der Regel dur
h die S
hätzung für die entspre
hende Fragestellung gegeben ist. Da der Daten-
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h T (x) ein zufälliges Ergebnis. T (x) ist damit die Realisierungeines Zufallprozesses T (X), der mathematis
h au
h Zufallsvariable genannt wird. Man betra
htetnun die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Teststatistik einen höheren oder glei
hen Wert als den Wert
T (x) annimmt, der beim Datensatz x beoba
htet wurde, falls die Nullhypothese gilt. Diese Wahr-s
heinli
hkeit ist der P-Wert, der von Statistik-Programmen ausgegeben wird.20.0.15 De�nition (P-Wert)Der P-Wert ist die maximale Wahrs
heinli
hkeit unter der Nullhypothese, dass die Zufallsvariable
T (X) einen Wert gröÿer glei
h T (x) annimmt, der beim Datensatz x beoba
htet wurde, d.h. derP-Wert ist also

PH0(T (X) ≥ T (x)).Der P-Wert, d.h. die maximale Wahrs
heinli
hkeit unter der Nullhypothese, dass die Zufallsvariable
T (X) einen höheren Wert als T (x) annimmt, ist klein, wenn T (x) einen sehr hohen (extremen) Wertangenommen hat. Ist diese Wahrs
heinli
hkeit zu klein, wird die Nullhypothese abgelegt. Dabei beimuss von vornherein festgelegt, was als zu klein betra
htet wird. Dazu legt man α ∈ (0, 1) fest undspri
ht dann von einem Test zum Niveau α, wenn gilt

PH0(T (X) ≥ T (x)) ≤ α =⇒ H0 wird abgelehnt bzw. die Daten spre
hen signi�kantgegen H0, bzw. Ents
heidung für H1.

PH0(T (X) ≥ T (x)) > α =⇒ Die Daten spre
hen ni
ht gegen H0,eventuell sind es zu wenige Daten.In der Regel wird α wie folgt festgelegt:
α = 0.05, falls ein Test am glei
hen Datensatz gema
ht wird.

α = 0.05Anzahl der Tests , falls mehrere Tests am glei
hen Datensatz gema
ht werden.(20.1)Die zweite Festlegung von α, au
h α-Adjustierung genannt, wird sehr oft verletzt. Dabei muss diese
α-Adjustierung au
h gema
ht werden, wenn mehrere Variablen des Datensatzes unabhängig von ein-ander getestet werden, denn diese Variablen gehören zum glei
hen Datensatz. Diese α-Adjustierungmuss au
h gema
ht werden, wenn nur Teile der Einzelbeoba
htungen in mehrere Tests eingehen.Ist PH0(T (X) ≥ T (x)) > α, kann nur die s
hwa
he Aussage gema
ht werden, dass die Daten ni
htgegen H0 spre
hen. Damit spri
ht aber ni
hts für H0. Es ist ein weit verbreiteter Fehls
hluss, dassaus PH0(T (X) ≥ T (x)) > α ges
hlossen wird, dass H0 dann gelten muss. PH0(T (X) ≥ T (y)) > αerhält man nämli
h insbesondere, wenn man zu wenige Daten beoba
htet hat. Umgekehrt kann manaber von PH0(T (X) ≥ T (x)) ≤ α auf H1 s
hlieÿen. Das liegt an folgenden mögli
hen Fehlents
hei-dungen: Ents
heidung für H0 Ents
heidung für H1

H0 gilt keine Fehlents
heidung Fehlents
heidung 1.Art (α-Fehler)
H1 gilt Fehlents
heidung 2. Art (β-Fehler) keine Fehlents
heidung
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heidet man si
h für H1, so gilt wegen PH0(T (X) ≥ T (x)) ≤ α die Beziehung T (x) ≥ t, wobei
t der kleinste Wert mit PH0(T (X) ≥ t) ≤ α ist. Dann kann die Ents
heidung ri
htig sein oder esliegt eine Fehlents
heidung 1. Art vor. Die Wahrs
heinli
hkeit für die Fehlents
heidung 1. Art istaber

PH0(Fehlents
heidung 1. Art) ≤ PH0(T (X) ≥ t) ≤ α,also sehr klein, wenn α sehr klein ist. Das bedeutet, dass, wenn viele einen Test zum Niveau α = 0.05anwenden, hö
hstens 5% der Anwender diese Fehlents
heidung ma
hen. Das heiÿt, hö
hstens 5% derAnwender ents
heiden si
h fäls
hli
herweise für H1, d.h. hö
hstens 5% der Anwender ents
heidensi
h für H1, obwohl H0 ri
htig ist.Würde man aber umgekehrt bei PH0(T (X) ≥ T (x)) > α eine Ents
heidung für H0 zulassen, dannmuss man mit der Fehlents
heidung 2. Art re
hnen. Nun kann aber PH1(Fehlents
heidung 2. Art)oft gar ni
ht bere
hnet werden und, wenn es do
h bere
hnet werden kann, gilt in der Regel
PH1(Fehlents
heidung 2. Art) ≥ 1 − α,womit die Wahrs
heinli
hkeit für diese Fehlents
heidung 2. Art extrem groÿ sein würde. Das be-deutet, dass, wenn viele einen Test zum Niveau α = 0.05 anwenden, bis zu 95% der Anwender dieFehlents
heidung 2. Art tre�en würden. Das heiÿt, bis zu 95% der Anwender würden si
h dann für

H0 ents
heiden, obwohl H1 gilt. Das ist natürli
h ni
ht akzeptabel. Daher interpretiert man eineEnts
heidung für H0 nur dahin, dass die Daten ni
ht gegen H0 spre
hen. Das ist aber kein Belegfür H0.Genauso wird im Geri
ht vorgegangen, wo gilt �Im Zweifelsfall für den Angeklagten�: Wenn ni
htgenug Indizien vorhanden sind, um einen Angeklagten zu verurteilen, muss er freigespro
hen wer-den, au
h wenn er viellei
ht der Täter war. Nur wenn genug Indizien (Daten) für seine Verurteilungvorhanden sind, kann der Angeklagte verurteilt werden (kann H0 verworfen werden). D.h. die Null-hypothese H0 entspri
ht der These der Verteidigung, dass der Angeklagte ni
ht der Täter ist.Ents
heidung für H0 Ents
heidung für H1

=̂ Freispru
h =̂ Verurteilung
H0 gilt =̂Angeklagter keine Fehlents
heidung Fehlents
heidung 1.Art (α-Fehler)ist ni
ht Täter
H1 gilt =̂Angeklagter Fehlents
heidung 2. Art (β-Fehler) keine Fehlents
heidungist TäterDie unters
hiedli
hen Wahrs
heinli
hkeiten für die Fehlents
heidungen 1. und 2. Art können au
hdur
h sto
hastis
he Simulation ermittelt werden. Im folgenden werden die wi
htigsten Tests vor-gestellt und von einigen werden die Wahrs
heinli
hkeiten für die Fehlents
heidungen 1. und 2. Artdargestellt.
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Kapitel 21Tests für H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ 6= µ0bei Normalverteilung
Kann man annehmen, dass die Daten x1, . . . , xN von einer Normalverteilung stammen, d.h. dass sieRealisierungen von unabhängigen, normalverteilten Zufallsvariablen X1, . . . ,XN sind, vereinfa
htsi
h vieles. So ist die Verteilung dann bis auf die beiden Parameter µ und σ2 der Normalverteilungbekannt.Wenn man eine Normalverteilung annimmt, so sind Hypothesen über den Erwartungswert Hypothe-sen über den Parameter µ. Hier wird das Testproblem H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ 6= µ0 ausführli
herbetra
htet.
21.1 Herleitung des TestesDie Daten x1, . . . , xN spre
hen gegen die Nullhypothese H0 : µ = µ0, wenn das arithmetis
heMittel x zu sehr von µ0 abwei
ht. Da aber Daten vers
hieden stark streuen, ist es sinnvoll dieDi�erenz x − µ0 mit einer Streuungss
hätzung zu normieren. Die geeignete Streuungss
hätzung istdie Standardabwei
hung s(x), d.h. die Wurzel aus der empiris
hen Varianz. Somit ist eine sinnvolleTeststatistik

T (x) =
√

N
|x − µ0|

s(x)
.Diese wird no
h mit √N multipliziert, weil nämli
h gilt:

X1, . . . ,XN ∼ N(µ0, σ
2) =⇒

√
N

X − µ0

s(X)
∼ tN−1,
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haften, WS 2011/201221.1 Herleitung des Testesd.h. √N X−µ0

s(X) besitzt eine t-Verteilung mit N − 1-Freiheitsgraden, wenn die Nullhypothese ri
htigist. Da die Nullhypothese nur aus dem Wert µ0 besteht, ist der P-Wert
PH0 (T (X) > T (x)) = Pµ0

(√
N

|X − µ0|
s(X)

> T (x)

)

= Pµ0

(√
N

X − µ0

s(X)
> T (x)

)
+ Pµ0

(√
N

X − µ0

s(X)
< −T (x)

)

= 1 − FtN−1
(T (x)) + FtN−1

(−T (x)) = 2FtN−1
(−T (x)),wobei FtN−1

die Verteilungsfunktion der t-Verteilung mit N − 1-Freiheitsgraden ist. Da jede t-Verteilung wie die Standardnormalverteilung symmetris
h um 0 ist, gilt die Glei
hheit 1−FtN−1
(T (x))+

FtN−1
(−T (x)) = 2FtN−1

(−T (x)). Die Verteilungsfunktion der t-Verteilung ist in R dur
h pt gege-ben. Da so ein Test auf der t-Verteilung basiert, wird dieser Test au
h t-Test genannt.21.1.1 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 1.0.1)Bei Beispiel 1.0.1 stellte si
h die Frage, ob die Zielgröÿe von 1 Mikrometer bei den Kugellagerdur
h-messern von beiden Produktionslinien eingehalten wird. Nehmen wir eine Normalverteilung für dieDur
hmesser an, so können wir
H0 : µ = 1 gegen H1 : µ 6= 1testen. Für die erste Produktionslinie bekommen wir folgende Werte für das arithmetis
he Mittel,die Standardabwei
hung, die Teststatistik T (x) und den P-Wert:> k1<-
(1.18,1.42,0.69,0.88,1.62,1.09,1.53,1.02,1.19,1.32)> mean(k1)[1℄ 1.194> sd(k1)[1℄ 0.2896818> sqrt(10)*abs(mean(k1)-1)/sd(k1)[1℄ 2.117778> tx<-sqrt(10)*abs(mean(k1)-1)/sd(k1)> 2*pt(-tx,9)[1℄ 0.06326551Da der P-Wert gröÿer als 0.05 ist, wird die Nullhypothese H0 : µ = 1 ni
ht abgelehnt.Das Ergebis können wir au
h einfa
her mit der R-Funktion t.test bekommen:> t.test(k1,alternative="two.sided",mu=1)One Sample t-testdata: k1t = 2.1178, df = 9, p-value = 0.06327alternative hypothesis: true mean is not equal to 195 per
ent 
onfiden
e interval:0.9867741 1.4012259
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haften, WS 2011/2012 153sample estimates:mean of x1.194Für die zweite Produktionslinie gilt x = 1.406, s(x) = 0.4283093 und somit T (x) = 2.9976, was zueinem P-Wert von 0.01502 führt. Bei dieser Produktionslinie muss also die Nullhypothese H0 : µ = 1abgelehnt werden.21.2 Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2. ArtAu
h wenn Statistik-Pakete P-Werte ausgeben, ist es für die Untersu
hung der Wahrs
heinli
h-keit für die Fehlents
heidung 2.Art sinnvoll die Ents
heidungsregel expliziter anzugeben. Für dasTestproblem H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ 6= µ0 gilt folgendes:
PH0 (T (X) > T (x)) ≤ α ⇐⇒ T (x) > tN−1;1−α/2,wobei tN−1;1−α/2 das 1 − α/2-Quantil der t-Verteilung mit N − 1 Freiheitsgraden ist. Quantile der

t -Verteilung bekommt man in R mittels qt.21.2.1 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 21.1.1)> qt(0.975,df=9)[1℄ 2.262157Da in der ersten Produktionslinie T (x) = 2.1178 und in der zweiten Produktionslinie T (x) = 2.9976gilt, ist klar, dass in der ersten Produktionslinie die Nullhypothese ni
ht abgelehnt wird, währendin der zweiten Produktionslinie die Ablehnung erfolgt.Um die Wahrs
heinli
hkeiten für die Fehlents
heidung 2. Art zu bekommen, muss nun
PH1 (Ents
heidung für H0) = Pµ

(
T (X) < tN−1;1−α/2

)für alle µ 6= µ0 bestimmt werden. Das kann mittels sto
hastis
her Simulation ges
hehen: Man erzeugt
M Sti
hproben xm = (xm

1 , . . . , xm
N ), m = 1, . . . ,M , mittels einer Normalverteilung N(µ, σ2). Dabeikann σ2 = 1 gesetzt werden. Für jede Sti
hprobe xm wird T (xm) bere
hnet. Die relative Häu�gkeitder Fälle T (xm) < tN−1;1−α/2 ist dann eine Approximation von Pµ

(
T (X) < tN−1;1−α/2

), die na
hdem Gesetz der groÿen Zahlen umso besser ist, desto gröÿer die Anzahl M der Simulationen ist.Man kann in diesem Fall Pµ

(
T (X) < tN−1;1−α/2

) aber au
h exakt bere
hnen. Es gilt nämli
h:
X1, . . . ,XN ∼ N(µ, σ2) =⇒

√
N

X − µ0

s(X)
∼ tN−1(

√
N(µ − µ0)/σ),wobei tN−1(δ) die ni
htzentrale t-Verteilung mit N − 1-Freiheitsgraden und Ni
htzentralitätspara-
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heinli
hkeiten 2. Artmeter δ ist. Also gilt für die Wahrs
heinli
hkeit der Fehlents
heidung 2. Art
Pµ

(
T (X) ≤ tN−1;1−α/2

)
= Pµ

(√
N

|X − µ0|
s(X)

≤ tN−1;1−α/2

)

= Pµ

(
−tN−1;1−α/2 ≤

√
N

X − µ0

s(X)
≤ tN−1;1−α/2

)

= FtN−1(
√

N(µ−µ0)/σ)(tN−1;1−α/2) − FtN−1(
√

N(µ−µ0)/σ)(−tN−1;1−α/2),wobei FtN−1(
√

N(µ−µ0)/σ) die Verteilungsfunktion der ni
htzentralen t-Verteilung mit N−1-Freiheits-graden und Ni
htzentralitätsparameter √N(µ−µ0)/σ ist. In R erhalt man die Verteilungsfunktionder ni
htzentralen t-Verteilung mittels des Arguments n
p. Per Voreinstellung gilt n
p=0, was diezentrale t-Verteilung ist.Statt Pµ

(
T (X) < tN−1;1−α/2

) kann au
h Pµ

(
T (X) ≥ tN−1;1−α/2

) betra
htet werden. Dies als Funk-tion γ(µ) von µ aufgefasst wird au
h Gütefunktion genannt:
γ(µ) = Pµ

(
T (X) > tN−1;1−α/2

)

= 1 − FtN−1(
√

N(µ−µ0)/σ)(tN−1;1−α/2) + FtN−1(
√

N(µ−µ0)/σ)(−tN−1;1−α/2).Dann gilt
γ(µ0) = Wahrs
heinli
hkeit für Fehlents
heidung 1. Artund
1 − γ(µ) = Wahrs
heinli
hkeit für Fehlents
heidung 2. Art, falls µ 6= µ0.21.2.2 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 21.1.1)Da σ ni
ht bekannt ist, nehmen wir hier einfa
h σ = 1 an. Mit folgenden R-Befehlen können dieWahrs
heinli
hkeiten der Fehlents
heidungen 2. Art (die Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2. Art) und dieGütefunktion gra�s
h dargestellt werden.> mu<-seq(-4,6,0.1)> plot(mu,pt(qt(0.975,df=9),df=9,n
p=sqrt(10)*(mu-1))-pt(-qt(0.975,df=9),+ df=9,n
p=sqrt(10)*(1-mu)),type="l",ylab=" ",xlab=expression(mu))> title("Fehlerwahrs
heinli
hkeit 2.Art")> plot(mu,1-pt(qt(0.975,df=9),df=9,n
p=sqrt(10)*(mu-1))+pt(-qt(0.975,df=9),+ df=9,n
p=sqrt(10)*(1-mu)),type="l",ylab=" ",xlab=expression(mu))> title("Gütefunktion")Daraus sieht man deutli
h, dass bei Werten µ nahe bei µ0 = 1 die Wahrs
heinli
hkeiten der Fehl-ents
heidungen 2. Art sehr groÿ sind. Da bei µ = 1 = µ0 die Gütefunktion den Wert α = 0.05annimmt, werden die Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2. Art ganz nahe bei 1 bis zu 0.95 = 1 − α groÿ.Das ist eine allgemeine Eigens
haft von Tests.
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Abbildung 21.2.1: Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2. Art und Gütefunktion bei N=10 und µ0 = 121.2.3 Bemerkung
• Dur
h Erhöhung des Sti
hprobenumfanges können die Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2. Art ver-ringert werden und somit die Chan
en eines Testes erhöht werden, dass er ein signi�kantesErgebnis liefert, wenn tatsä
hli
h die Nullhypothese ni
ht erfüllt ist.
• Liegen die Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2. Art für bestimmte Alternativen ebenfalls unter 0.05,können diese Alternativen au
h signi�kant abgelehnt werden, so dass ein signi�kantes Ergebnisfür die Nullhypothese vorliegt.21.3 + Wahl des Sti
hprobenumfanges +Generell gilt also, dass die Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2. Art nahe bei µ0 bis zu 1 − α groÿ wer-den können. Mö
hte man diese aber in einer gewissen Entfernung von µ0 kleiner als β < 1 − αbekommen, kann dass mit einer genügend groÿen Sti
hprobe errei
ht werden. Soll die Fehlerwahr-s
heinli
hkeiten 2. Art bei allen Parametern µ mit |µ − µ0| > δ · σ kleiner als β sein, so bestimmtman den Sti
hprobenumfang N als ein Wert N mit
FtN−1(

√
N δ)(tN−1;1−α/2) − FtN−1(

√
N δ)(−tN−1;1−α/2) ≤ β.Wird unter diesen Umständen bei einem β = 0.05 die Nullhypothese µ = µ0 ni
ht abgelehnt, sokann zumindest ges
hlossen werden, dass das unbekannte µ im Intervall [µ0 − δ · σ, µ0 + δ · σ] liegt.Es kann aber weiterhin ni
ht ges
hlossen werden, dass µ = µ0 gilt. So ein S
hluss ist nie mögli
h!21.3.1 Beispiel (Six Sigma Qualität)Bei der Six-Sigma-Qualitätsanforderung (siehe Abs
hnitt 13.2.7) wird verlangt, dass die Abwei
hung
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haften, WS 2011/201221.3 + Wahl des Sti
hprobenumfanges +von einer Zielgröÿe µ0 ni
ht mehr als 1.5σ betragen darf. Mit dem obigen Test kann |µ − µ0| ≤
1.5σ nur ges
hlossen werden, wenn die Nullhypothese H0 : µ = µ0 ni
ht abgelehnt wird und derSti
hprobenumfang N so groÿ gewählt ist, dass die Fehlerwahrs
heinli
hkeit 2. Art für |µ − µ0| ≥
1.5σ kleiner glei
h β = 0.05 ist. Damit ist δ = 1.5. Dur
h Ausprobieren erhält man, dass derSti
hprobenumfang mindestens N = 8 betragen muss:> N<-7> pt(qt(0.975,df=N-1),df=N-1,n
p=sqrt(N)*1.5)-pt(-qt(0.975,df=N-1),+ df=N-1,n
p=sqrt(N)*1.5)[1℄ 0.09233692> N<-8> pt(qt(0.975,df=N-1),df=N-1,n
p=sqrt(N)*1.5)-pt(-qt(0.975,df=N-1),+ df=N-1,n
p=sqrt(N)*1.5)[1℄ 0.0490481821.3.2 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 21.1.1)Mit N = 10 wird die erforderli
he Sti
hprobengröÿe für die Six Sigma Qualität für beide Produkti-onslinien errei
ht. Da in der ersten Produktionslinie die Nullhypothese H0 : µ = 1 ni
ht abgelehntwurde, kann ges
hossen werden, dass |µ − 1| ≤ 1.5σ gilt. Bei der zweiten Produktionslinie wurde
H0 : µ = 1 abgelehnt. Hier kann ges
hlossen werden, dass µ 6= 1 ist, aber ni
ht mehr. Es könnteimmer no
h der Fall sein, dass µ 6= 1 und |µ − 1| ≤ 1.5σ gilt.Man kann aber au
h eine Vers
härfung der Six Sigma Qualität betra
hten: Soll z.B. mit dem t-Testauf µ ∈ [1 − 0.1σ, 1 + 0.1σ] ges
hlossen werden können, so ist δ = 0.1 und die Sti
hprobengröÿekann für β = 0.05 dur
h Ausprobieren wie folgt bestimmt werden:> N<-1301> pt(qt(0.975,df=N-1),df=N-1,n
p=sqrt(N)*0.1)-pt(-qt(0.975,df=N-1),+ df=N-1,n
p=sqrt(N)*0.1)[1℄ 0.0500563> N<-1302> pt(qt(0.975,df=N-1),df=N-1,n
p=sqrt(N)*0.1)-pt(-qt(0.975,df=N-1),+ df=N-1,n
p=sqrt(N)*0.1)[1℄ 0.04991328Also muss die Sti
hprobengröÿe als N = 1302 gewählt werden, was in beiden Produktionslinienni
ht erfüllt ist.
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Abbildung 21.3.1: Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2. Art für H0 : µ0 = 1 bei σ = 1 bei vers
hiedenenSti
hprobengröÿen
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Kapitel 22Weitere Tests bei Normalverteilung
In Abs
hnitt 21 wurde ausführli
h das Testproblem H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ 6= µ0 behandelt.Hier werden weitere Tests für die Normalverteilung vorgestellt. Wie beim Testproblem H0 : µ = µ0gegen H1 : µ 6= µ0 sind bei einigen Tests au
h Aussagen über die Fehlerwahrs
heinli
hkeiten 2.Art mögli
h. Kann aber keine Normalverteilung angenommen werden, müssen allerdings alternativeTests benutzt werden (siehe Abs
hnitt 23).22.1 Tests von Hypothesen über den ErwartungswertWenn man eine Normalverteilung annimmt, so sind Hypothesen über den Erwartungswert Hypo-thesen über den Parameter µ. Neben der Fragestellung H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ 6= µ0 können no
hfolgende Hypothesen betra
htet werden, wobei µ0 und δ bekannte vorgegebene Werte sind:1. H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ > µ02. H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ < µ03. H0 : µ ≤ µ0 gegen H1 : µ > µ04. H0 : µ ≥ µ0 gegen H1 : µ < µ0In Abs
hnitt 21 wurde folgender Test hergeleitet:Zweiseitiger t-Test für H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ 6= µ0:Lehne H0 ab, falls √N

|x − µ0|
s(x)

> tN−1;1−α/2.Die Fehlerwahrs
heinli
hkeit 2. Art für |µ − µ0| = δ σ > 0 ist
FtN−1(

√
Nδ)(tN−1;1−α/2) − FtN−1(

√
Nδ)(−tN−1;1−α/2).Aufruf in R: t.test(x,alternative=�two.sided�,mu=...)Analog erhält man die anderen Tests. Dabei muss bei Hypothesen der Form H0 : µ ≤ µ0 und

H0 : µ ≥ µ0 der P-Wert nur für den Wert µ am Rand der Hypothesenmenge bestimmt werden.Somit werden folgende t-Tests erhalten.
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haften, WS 2011/201222.2 Tests von Hypothesen über die VarianzEinseitiger t-Test für H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ > µ0 oder H0 : µ ≤ µ0 gegen H1 : µ > µ0:Lehne H0 ab, falls √N
x − µ0

s(x)
> tN−1;1−α.Die Fehlerwahrs
heinli
hkeit 2. Art für µ − µ0 = δ σ > 0 ist

FtN−1(
√

Nδ)(tN−1;1−α).Aufruf in R: t.test(x,alternative=�greater�,mu=...)Einseitiger t-Test für H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ < µ0 oder H0 : µ ≥ µ0 gegen H1 : µ < µ0:Lehne H0 ab, falls √N
µ0 − x

s(x)
> tN−1;1−α.Die Fehlerwahrs
heinli
hkeit 2. Art für µ − µ0 = δ σ < 0 ist

FtN−1(
√

Nδ)(tN−1;1−α).Aufruf in R: t.test(x,alternative=�less�,mu=...)22.2 Tests von Hypothesen über die VarianzGenerell gilt:
X1, . . . ,XN ∼ N(µ, σ2

0) =⇒ (N − 1)
s(X)

σ0
∼ χ2

N−1,wobei χ2
N−1 die χ2-Verteilung mit N − 1 Freiheitsgraden ist. Das α-Quantil der χ2-Verteilung mit

N − 1 Freiheitsgraden wird mit χ2
N−1;α bezei
hnet.Zweiseitiger Varianz-Test für H0 : σ = σ0 gegen H1 : σ 6= σ0:Lehne H0 ab, falls (N − 1)
s(x)

σ0
> χ2

N−1;1−α/2 oder (N − 1)
s(x)

σ0
< χ2

N−1;α/2.Einseitiger Varianz-Test für H0 : σ ≤ σ0 gegen H1 : σ > σ0:Lehne H0 ab, falls (N − 1)
s(x)

σ0
> χ2

N−1;1−α.Einseitiger Varianz-Test für H0 : σ ≥ σ0 gegen H1 : σ < σ0:Lehne H0 ab, falls (N − 1)
s(x)

σ0
< χ2

N−1;α.22.2.1 Beispiel (Six Sigma Qualität der Kugellager, Fortsetzung von Beispiel 21.1.1)Die wi
htigste Anforderung der Six Sigma Qualität ist
σ ≤ 1

6
min{USL − µ0, µ0 − LSL}, (22.1)
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haften, WS 2011/2012 161wobei LSL und USL die unteren und oberen Grenzen sind, innerhalb der eine Gröÿe (z.B. Kugella-gerdur
hmesser) variieren darf (siehe Abs
hnitt 13.2.7). Um die Aussage (22.1) s
hlieÿen zu können,muss die Nullhypothese des einseitigen Testes H0 : σ ≥ σ0 gegen H1 : σ < σ0 abgelehnt werden,wobei σ0 = 1
6 min{USL − µ0, µ0 − LSL} ist.Wird in Beispiel 1.0.1 µ0 = 1, LSL = 0.9 und USL = 1.2 gesetzt, ist also σ0 = 0.1/6 = 0.01666667.> 9*sd(k1)/(0.1/6)[1℄ 156.4282> 9*sd(k2)/(0.1/6)[1℄ 231.2870> q
hisq(0.05,df=9)[1℄ 3.325113Also gilt für die erste Produktionslinie

(N − 1)
s(x)

σ0
= 156.4282 > 3.325113 = χ2

N−1;αund für die zweite Produktionslinie
(N − 1)

s(x)

σ0
= 231.2870 > 3.325113 = χ2

N−1;α,weshalb in beiden Fällen H0 : σ ≥ 0.01666667 ni
ht abgelehnt wird. Also kann ni
ht auf Six-Sigma-Qualität ges
hlossen werden.Im Gegenteil kann sogar ges
hlossen werden, dass dieser Qualitätsstandard ni
ht eingehalten wird.Dazu wird H0 : σ ≤ σ0 gegen H1 : σ > σ0 getestet. In diesem Fall ist der kritis
he Wert χ2
N−1;1−α =

16.91898, der bei beiden Produktionslinien von der Teststatistik übers
hritten wird. Also kann
σ > 0.01666667 ges
hlossen werden, weshalb beide Produktionslinien die Six Sigma Qualität ni
hterfüllen.22.3 Zweisti
hproben-Tests für gepaarte Sti
hprobenHat man zwei sogenannte gepaarte Sti
hproben x1, . . . , xN und y1, . . . , yN , die eigentli
h in derForm (x1, y1), . . . , (xN , yN ) vorliegen, so kann man immer zu x1−y1, . . . , xN −yN übergehen und hatdann einen eindimensionalen Datensatz. Gilt, dass x1, . . . , xN Realisierungen von iid X1, . . . ,XN ∼N(µ1, σ

2
1) und y1, . . . , yN Realisierungen von iid Y1, . . . , YN ∼ N(µ2, σ

2
2) sind, so gilt Xn − Yn ∼N(µ1 − µ2, σ

2
1 + σ2

2 − 2kov(Xn, Yn)). Damit kann z.B. H0 : µ1 = µ2 gegen H1 : µ1 6= µ2 mitdem zweiseitigen t-Test für H0 : µ1 − µ2 = 0 gegen H1 : µ1 − µ2 6= 0 basierend auf der einenSti
hprobe x1 − y1, . . . , xN − yN getestet werden. In R kann man aber die beiden Sti
hprobengetrennt in den t-Test t.test eingeben, muss aber das Argument paired = TRUE dazu eingeben,also t.test(x,y,alternative = �two.sided�,paired=TRUE).22.3.1 Beispiel (Fehlerhäu�gkeiten einer Sortiermas
hine)Ein Hersteller produzierte Mas
hinen zum Sortieren von Hausmüll. Diese hatten aber eine hoheFehlerquote beim Sortieren. Daher wurden sie umgebaut. Es ergaben si
h vor und na
h dem Umbaufolgende Fehlerhäu�gkeiten in Prozent:
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hproben-Tests für ungepaarte Sti
hprobenMas
hine 1 2 3 4 5Fehlerhäu�gkeit vor dem Umbau 30 61 59 44 62Fehlerhäu�gkeit na
h dem Umbau 25 62 46 45 60Der Hersteller mö
hte wissen, ob der Umbau etwas gebra
ht hat und ob es sinnvoll ist, au
h andereMas
hinen umzubauen. Stellt µx die erwartete Fehlerhäu�gkeit vor dem Umbau und µy die erwarteteFehlerhäu�gkeit na
h dem Umbau dar, so sollte H0 : µx ≤ µy gegen H0 : µx > µy getestet werden.> x<-
(30,61,59,44,62)> y<-
(25,62,46,45,60)> t.test(x,y,alternative="greater",paired=TRUE)Paired t-testdata: x and yt = 1.3846, df = 4, p-value = 0.1192alternative hypothesis: true differen
e in means is greater than 095 per
ent 
onfiden
e interval:-1.942802 Infsample estimates:mean of the differen
es3.6Da der P-Wert ni
ht kleiner als 0.05 ist, spri
ht ni
hts gegen die Nullhypothese, d.h. es gibt keinIndiz dafür, dass der Umbau etwas gebra
ht hat. Das kann aber au
h daran liegen, dass zu wenigeMas
hinen untersu
ht wurden.22.4 Zweisti
hproben-Tests für ungepaarte Sti
hprobenEtwas ganz anderes gilt, wenn zwei ungepaarte Sti
hproben vorliegen. Dann sollten die beidenSti
hproben sto
hastis
h unabhängig sein und in der Regel sind au
h die Sti
hprobenumfänge ver-s
hieden groÿ. D.h. man hat, dass x1, . . . , xN1 Realisierungen von iid X1, . . . ,XN1 ∼ N(µ1, σ
2
1) und

y1, . . . , yN2 Realisierungen von iid Y1, . . . , YN2 ∼ N(µ2, σ
2
2) sind.Tests zum Verglei
h der beiden Varianzen σ2

1 und σ2
2 basieren auf der F-Verteilung. Das α-Quantilder F-Verteilung mit N und M Freiheitsgraden wird mit FN,M ;α bezei
hnet.Zweiseitiger Varianz-Test für zwei Sti
hproben für H0 : σ1 = σ2 gegen H1 : σ1 6= σ2:Lehne H0 ab, falls s(x)2

s(y)2
> FN1−1,N2−1;1−α/2 oder s(x)2

s(y)2
< FN1−1,N2−1;α/2.Aufruf in R: var.test(x,y,alternative = �two.sided�).Einseitiger Varianz-Test für zwei Sti
hproben für H0 : σ1 ≤ σ2 gegen H1 : σ1 > σ2:Lehne H0 ab, falls s(x)2

s(y)2
> FN1−1,N2−1;1−α.Aufruf in R: var.test(x,y,alternative = �greater�).
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haften, WS 2011/2012 163Einseitiger Varianz-Test für zwei Sti
hproben für H0 : σ1 ≥ σ2 gegen H1 : σ1 < σ2:Lehne H0 ab, falls s(x)2

s(y)2
< FN1−1,N2−1;α.Aufruf in R: var.test(x,y,alternative = �less�).Tests für den Verglei
h der Erwartungswerte µ1 und µ2 basierenden wieder auf der t-Verteilung undwerden au
h t-Tests genannt. In der einfa
hen Form wird dabei angenommen, dass σ2

1 = σ2
2 = σ2gilt, d.h. dass die zugrunde liegenden Varianzen in beiden Sti
hproben glei
h sind. Dann kann dieseVarianz σ2 mit

s12(x, y)2 =
1

N1 + N2 − 2
((N1 − 1)s(x) + (N2 − 1)s(y))

=
1

N1 + N2 − 2

(
N1∑

n=1

(xn − x)2 +

N2∑

n=1

(yn − y)2

)ges
hätzt werden. Auÿerdem wird die Abkürzung
K =

√
1

N1
+

1

N2benutzt.Zweiseitiger t-Test für zwei Sti
hproben für H0 : µ1 = µ2 gegen H1 : µ1 6= µ2:Lehne H0 ab, falls K
|x − y|

s12(x, y)
> tN1+N2−2;1−α/2.Die Fehlerwahrs
heinli
hkeit 2. Art für |µ1 − µ2| = δ σ > 0 ist

FtN1+N2−2(Kδ)(tN1+N2−2;1−α/2) − FtN1+N2−2(Kδ)(−tN1+N2−2;1−α/2).Aufruf in R: t.test(x,y,alternative=�two.sided�, var.equal = TRUE)Einseitiger t-Test für H0 : µ1 ≤ µ2 gegen H1 : µ1 > µ2:Lehne H0 ab, falls K
|x − y|

s12(x, y)
> tN1+N2−2;1−α.Die Fehlerwahrs
heinli
hkeit 2. Art für µ1 − µ2 = δ σ > 0 ist

FtN1+N2−2(Kδ)(tN1+N2−2;1−α).Aufruf in R: t.test(x,y,alternative=�greater�,var.equal = TRUE)Einseitiger t-Test für H0 : µ1 ≥ µ2 gegen H1 : µ1 < µ2:Lehne H0 ab, falls K
|x − y|

s12(x, y)
< tN1+N2−2;α/2.Die Fehlerwahrs
heinli
hkeit 2. Art für µ1 − µ2 = δ σ < 0 ist

FtN1+N2−2(Kδ)(tN1+N2−2;1−α).
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haften, WS 2011/201222.4 Zweisti
hproben-Tests für ungepaarte Sti
hprobenAufruf in R: t.test(x,y,alternative=�less�,var.equal = TRUE)Lehnt der Varianz-Test die Glei
hheit der Varianzen σ2
1 und σ2

2 ab, so kann eine Modifkation desZweisti
hproben-t-Testes benutzt werden, der sogenannte Wel
h-Zweisti
hproben-t-Test. In R erhältman den Wel
h-Zweisti
hproben-t-Test mit der Voreinstellung var.equal = FALSE in t.test.22.4.1 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 21.1.1)Bei Beispiel 1.0.1 kann man si
h au
h fragen, ob in beiden Produktionslinien die glei
he Streuungauftritt. Dazu wird der Varianz-Test für H0 : σ1 = σ2 gegen H1 : σ1 6= σ2 dur
hgeführt:> var.test(k1,k2,alternative="two.sided")F test to 
ompare two varian
esdata: k1 and k2F = 0.4574, num df = 9, denom df = 9, p-value = 0.2595alternative hypothesis: true ratio of varian
es is not equal to 195 per
ent 
onfiden
e interval:0.1136199 1.8416221sample estimates:ratio of varian
es0.4574329Da der P-Wert mit 0.2595 gröÿer als α = 0.05 kann die Nullhypothese H0 : σ1 = σ2 ni
ht abgelehntwerden. D.h. ni
hts spri
ht gegen die Glei
hheit der Varianzen. Das bedeute ni
ht, dass die Varianzenwirkli
h glei
h sein müssen. Es können au
h nur zu wenige Daten vorliegen, um die Nullhypothesewiderlegen zu können. Da aber die vorliegenden Daten ni
ht gegen die Glei
hheit der Varianzenspre
hen, kann der einfa
he t-Test zum Verglei
h der Erwartungswerte µ1 und µ2 benutzt werden:> t.test(k1,k2,alternative="two.sided",var.equal=TRUE)Two Sample t-testdata: k1 and k2t = -1.2965, df = 18, p-value = 0.2112alternative hypothesis: true differen
e in means is not equal to 095 per
ent 
onfiden
e interval:-0.5555277 0.1315277sample estimates:mean of x mean of y1.194 1.406Da der P-Wert mit 0.2112 gröÿer als α = 0.05 kann die Nullhypothese H0 : µ1 = µ2 ni
ht abgelehntwerden. D.h. ni
hts spri
ht gegen die Glei
hheit der Erwartungswerte. Und dieses Ergebnis erhaltenwir, obwohl der Einsti
hproben-t-Test für H0 : µ = 1 gegen H1 : µ 6= 1 in der ersten Produktionslinieni
ht abgelehnt wurde und in der zweiten Produktionslinie aber abgelehnt wurde. Das zeigt abernur, dass das Ni
htablehnen der Nullhypothese keine Aussagekraft hat.Obwohl ni
hts gegen die Glei
hheit der Varianzen spri
ht, kann trotzdem au
h der Wel
h-Zweisti
h-proben-t-Test für vers
hiedene Varianzen dur
hgeführt werden:
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haften, WS 2011/2012 165> t.test(k1,k2,alternative="two.sided",var.equal=FALSE)Wel
h Two Sample t-testdata: k1 and k2t = -1.2965, df = 15.809, p-value = 0.2134alternative hypothesis: true differen
e in means is not equal to 095 per
ent 
onfiden
e interval:-0.5589723 0.1349723sample estimates:mean of x mean of y1.194 1.406Der P-Wert des Wel
h-t-Testes ist mit 0.2134 ein wenig gröÿer als beim einfa
hen t-Test, wo der P-Wert 0.2112 ist. Da das Ziel ein P-Wert kleiner als α = 0.05 ist, damit die Nullhypothese signi�kantabgelehnt werden kann und man auf die Alternativehypothese s
hlieÿen kann, sollte der Wel
h-t-Testnur benutzt werden, wenn die Varianzen wirkli
h vers
hieden sind. Ansonsten fällt der P-Wert einwenig zu ho
h aus. Meistens wird das ni
hts ausma
hen, aber man
hmal kann es gerade bewirken,dass mit dem Wel
h-t-Test keine Ablehnung der Nullhypothese mögli
h wird.22.5 + Relevanz- und Äquivalenztests +Wird der Sti
hprobenumfang sehr groÿ, wird eine Nullhypothese der Form H0 : µ = µ0 oder
H0 : µ1 = µ2 mit immer höherer Wahrs
heinli
hkeit abgelehnt, da in der Regel die Glei
hheit ni
htexakt vorliegt und mit wa
hsendem Sti
hprobenumfang au
h sehr kleine Abwei
hungen von derGlei
hheit erkannt werden. Aber oft will man gar ni
ht sehr kleine Abwei
hungen erkennen, sondernman mö
hte nur relevante Abwei
hungen aufspüren. Ein relevanter Unters
hied wird am besten alsVielfa
hes der Standardabwei
hung σ ausgedrü
kt, d.h. dur
h δσ mit δ > 0. Im Einsti
hproben-Falllauten dann die Null- und Alternativehypothesen wie folgt:

H0 : |µ − µ0| ≤ δσ gegen H1 : |µ − µ0| > δσ.Der zugehörige Tests ist der sogenannte Relevanz-t-Test für H0 : |µ − µ0| ≤ δσ gegen H1 :
|µ − µ0| > δσ :Lehne H0 ab, falls √N

|µ0 − x|
s(x)

> cα,wobei cα der Wert ist mit
α = 1 − FtN−1(

√
Nδ)(cα) + FtN−1(

√
Nδ)(−cα).Der Relevanz-t-Test ist dem zweisetigen t-Test vorzuziehen, wenn der Sti
hprobenumfang N sehrgroÿ ist. Bei Ablehnung der Nullhypothese des Relevanz-t-Testes kann man dann s
hlieÿen, dasseine relvante Abwei
hung von µ0 vorliegen muss, nämli
h |µ − µ0| > δσ.Bei der Qualitätssi
herung mö
hte man aber gar ni
ht einen relevanten Unters
hied zeigen sondernnur �beweisen�, dass z.B. die These µ = µ0 annähernd gilt. Das kann aber weder mit dem einfa
hen
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201222.5 + Relevanz- und Äquivalenztests +zweiseitigen t-Test für H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ 6= µ0 no
h mit dem Relevanz-t-Test gezeigtwerden, da das Annehmen der Nullhypothese kein signi�kantes Ergebnis ist und unter Umständennur dur
h zu wenige Daten errei
ht wurde. Man kann die Forderung µ ≈ µ0 nur belegen, wenn dieseForderung als Alternativhypothese formuliert wird. Allerdings kann H0 : µ 6= µ0 gegen H1 : µ = µ0ni
ht erfolgrei
h getestet werden. Denn, wenn die Gütefunktion (s. Abs
hnitt 21.2) für so einen Testfür alle µ 6= µ0 einen Wert kleiner glei
h α ergibt, muss sie wegen der Stetigkeit au
h für µ = µ0einen Wert kleiner glei
h α ergeben. Dann ist aber die Wahrs
heinli
hkeit für ein signi�nkantesErgebnis sehr klein, au
h wenn µ = µ0 gilt. Daher kann nur
H0 : |µ − µ0| ≥ δσ gegen H1 : |µ − µ0| < δσsinnvoll getestet werden. Dies wird mit dem Äquivalenz-t-Test für H0 : |µ − µ0| ≥ δσ gegen

H1 : |µ − µ0| < δσ getestet:Lehne H0 ab, falls √N
|µ0 − x|

s(x)
< c̃α,wobei c̃α der Wert ist mit

α = FtN−1(
√

Nδ)(c̃α) − FtN−1(
√

Nδ)(−c̃α).22.5.1 Beispiel (Six Sigma Qualität)Na
h der Six Sigma Qualität (siehe Abs
hnitt 13.2.7) darf der wahre mittlere Wert µ ni
ht mehrals um 1.5σ von der Vorgabe µ0 abwei
hen. Man kann auf |µ − µ0| ≤ 1.5σ s
hlieÿen, wenn derÄquivalenz-t-Test für H0 : |µ − µ0| ≥ δσ gegen H1 : |µ − µ0| < δσ die Nullhypothese ablehnt.Zur Bestimmung des kritis
hen Wertes c̃α des Äquivalent-t-Testes für H0 : |µ − 1| ≥ 1.5σ gegen
H1 : |µ − 1| < 1.5σ wird einfa
h die Funktion

g(c) = FtN−1(
√

N 1.5)(c) − FtN−1(
√

N 1.5)(−c)gra�s
h dargestellt und von der Gra�k der Wert c abgelesen mit g(c) = α.> N<-10> 
<-seq(1,3,0.01)> plot(
,pt(
,df=N-1,n
p=sqrt(N)*1.5)-pt(-
,df=N-1,n
p=sqrt(N)*1.5),+ type="l",xlab="
",ylab="g(
)")> abline(0.05,0)Von der Gra�k wird für c̃α ein Wert nahe bei 2.8 abgelesen. Dur
h Ausprobieren erhält man> pt(2.84,df=N-1,n
p=sqrt(N)*1.5)-pt(-2.84,df=N-1,n
p=sqrt(N)*1.5)[1℄ 0.05031328> pt(2.83,df=N-1,n
p=sqrt(N)*1.5)-pt(-2.83,df=N-1,n
p=sqrt(N)*1.5)[1℄ 0.04930968Also ist c̃α = 2.83 für α = 0.05 und N = 10.22.5.2 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 21.1.1)Da in der ersten Produktionslinie T (x) = 2.1178 und in der zweiten Produktionslinie T (x) = 2.9976
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Abbildung 22.5.1: Die Funktion g(
) zur Bestimmung von c̃α bei N = 10 und δ = 1.5gilt, wird in der ersten Produktionslinie der kritis
he Wert des Äquivalenz-t-Testes für H0 : |µ−1| ≥
1.5σ gegen H1 : |µ − 1| < 1.5σ unters
hritten, also H0 : |µ − 1| ≥ 1.5σ abgelehnt. Also kann fürdie erste Produktionslinie |µ − 1| < 1.5σ ges
hlossen werden. Für die zweite Produktionslinie wird
H0 : |µ − 1| ≥ 1.5σ ni
ht abgelehnt, so dass ein weitergehender S
hluss als µ 6= 1, der mit demzweiseitigen t-Test gewonnen wurde, mit diesen Tests ni
ht mögli
h ist. Man könnte aber für diezweite Produktionslinie einen Relevanz-t-Test daraufhin dur
hführen, ob eine relevante Abwei
hungvon der Vorgabe µ0 = 1 vorliegt.Da aber in Beispiel 22.2.1 gezeigt wurde, dass H0 : σ ≤ σ0 = 1

6 min{USL − µ0, µ0 − LSL} = 0.1/6in beiden Produktionslinien abgelehnt wird, ist die Six Sigma Qualität sowieso ni
ht in beidenProduktionslinien erfüllt. Man sieht also, dass die Begingung |µ − µ0| ≤ 1.5σ ni
ht so s
hwer zuerfüllen ist, aber dass die eins
hneidende Bedingung die Bedingung an die Streuung ist.Man betra
hte nun no
h die vers
härfte Fragestellung H0 : |µ− 1| ≥ 0.1σ gegen H1 : |µ− 1| < 0.1σ.Zur Bestimmung des kritis
hen Wertes c̃α des Äquivalenz-t-Testes für diese vers
härfte Fragestellungwird wieder die Funktion
g(c) = FtN−1(

√
N 0.1)(c) − FtN−1(

√
N 0.1)(−c)gra�s
h dargestellt und von der Gra�k der Wert c abgelesen mit g(c) = α.> 
<-seq(-0.1,0.2,0.01)> plot(
,pt(
,df=N-1,n
p=sqrt(N)*0.1)-pt(-
,df=N-1,n
p=sqrt(N)*0.1),+ type="l",xlab="
",ylab="g(
)")> abline(0.05,0)Von der Gra�k wird für c̃α ein Wert nahe bei 0.07 abgelesen. Dur
h Ausprobieren erhält man> pt(0.068,df=N-1,n
p=sqrt(N)*0.1)-pt(-0.068,df=N-1,n
p=sqrt(N)*0.1)
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Abbildung 22.5.2: Die Funktion g(
) zur Bestimmung von c̃α bei N = 10 und δ = 0.1[1℄ 0.05016034> pt(0.067,df=N-1,n
p=sqrt(N)*0.1)-pt(-0.067,df=N-1,n
p=sqrt(N)*0.1)[1℄ 0.04942379Also kann c̃α = 0.067 gesetzt werden. Da in der ersten Produktionslinie T (x) = 2.1178 und in derzweiten Produktionslinie T (x) = 2.9976 gilt, wird in beiden Fällen die Nullhypothese H0 : |µ− 1| ≥
0.1σ ni
ht abgelehnt. Also kann ni
ht |µ−1| < 0.1σ ges
hlossen werden. Das aber kann daran liegen,dass mit N = 10 der Sti
hprobenumfang extrem klein ist, siehe Abs
hnitt 21.3.Wie für eine Sti
hprobe gibt es au
h für zwei Sti
hproben Relevanz- und Äquivalenz-Tests:Relevanz-t-Test für H0 : |µ1 − µ2| ≤ δσ gegen H1 : |µ1 − µ2| > δσ :Lehne H0 ab, falls K

|x − y|
s12(x, y)

> cα,wobei cα der Wert ist mit
α = 1 − FtN1+N2−2(Kδ)(cα) + FtN1+N2−2(Kδ)(−cα).Äquivalenz-t-Test für H0 : |µ1 − µ2| ≥ δσ gegen H1 : |µ1 − µ2| < δσ :Lehne H0 ab, falls K

|x − y|
s12(x, y)

< c̃α,wobei c̃α der Wert ist mit
α = FtN1+N2−2(Kδ)(c̃α) − FtN1+N2−2(Kδ)(−c̃α).
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haften, WS 2011/2012 169Dabei werden die glei
hen Bezei
hnungen wie für den t-Test für zwei Sti
hproben in Abs
hnitt 22.3benutzt. Der Äquivalent-Test zeigt dabei, dass zwei Sti
hproben bezügli
h des Erwartungswertesäquivalent sind.22.6 Test auf linearen Zusammenhang zwis
hen gepaarten Sti
h-probenSind die Daten der Form (x1, y1), . . . , (xN , yN ) Realisierungen von iid Zufallsvariablen (X1, Y1), . . . ,
(XN , YN ), so drü
kt die Korrelation Korr(Xn, Yn) den linearen Zusammenhang zwis
hen Xn und
Yn aus. Besitzen überdies (X1, Y1), . . . , (XN , YN ) eine zweidimensionale Normalverteilung mit Pa-rametern µ1, µ2, σ

2
1 , σ

2
2 , ρ, so gilt Korr(Xn, Yn) = ρ und Korr(Xn, Yn) = 0 bedeutet, dass Xn und

Yn sto
hastis
h unabhängig sind. Tests von Hypothesen über ρ basieren auf dem Pearsons
henKorrelationskoe�zienten r(x, y):
r(x, y) =

∑N
n=1(xn − x)(yn − y)√∑N

n=1(xn − x)2
∑N

n=1(yn − y)2
=

s(x, y)

s(x) s(y)
.Zweiseitiger Korrelations-Test für H0 : ρ = 0 gegen H1 : ρ 6= 0:Lehne H0 ab, falls √N − 2

|r(x, y)|√
1 − r(x, y)2

> tN−2;1−α/2.Aufruf in R: 
or.test(x,y,alternative = �two.sided�, method = �pearson�).Einseitiger Korrelations-Test für H0 : ρ ≤ 0 gegen H1 : ρ > 0:Lehne H0 ab, falls √N − 2
r(x, y)√

1 − r(x, y)2
> tN−2;1−α.Aufruf in R: 
or.test(x,y,alternative = �greater�, method = �pearson�).Einseitiger Korrelations-Test für H0 : ρ ≥ 0 gegen H1 : ρ < 0:Lehne H0 ab, falls √N − 2

r(x, y)√
1 − r(x, y)2

< tN−2;α.Aufruf in R: 
or.test(x,y,alternative = �less�, method = �pearson�).22.6.1 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 1.0.4)Bei der Hitzeentwi
klung beim Zementansetzen besteht die Frage, ob es einen linearen Zusammen-hang zwis
hen der Höhe eines der vier untersu
hten Anteile und der Hitzeentwi
klung gibt. DieDaten des Datensatzes SETTING.DAT können dabei einfa
h mit der R-Funktion read.table einge-lesen werden.> SETTING<-read.table("SETTING.DAT")> 
olnames(SETTING)<-
("a","b","
","d","Hitze")> 
or.test(SETTING$a,SETTING$Hitze,alternative="two.sided",method="pearson")
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hastik in den Ingenieurwissens
haften, WS 2011/201222.7 Tests auf NormalverteilungPearson's produ
t-moment 
orrelationdata: SETTING$a and SETTING$Hitzet = 3.55, df = 11, p-value = 0.004552alternative hypothesis: true 
orrelation is not equal to 095 per
ent 
onfiden
e interval:0.3008647 0.9137954sample estimates:
or0.7307175Analog erhält man als P-Werte: 0.0006648 für �b�, 0.05976 für �
� und 0.0005762 für �d�.Da vier Tests dur
hgeführt werden, kann na
h (20.1) zur Festlegung des Niveaus α die Nullhypothese
H0 : ρ = 0 nur abgelehnt werden , wenn der P-Wert kleiner als α = 0.05/4 = 0.0125 ist. Dies istbei den Zementanteilen �a�,�b� und �d� der Fall, d.h. bei diesen drei Zementanteilen kann mandavon ausgehen, dass die Höhe des Anteils und die Hitzeentwi
klung ni
ht sto
hastis
h unabhängigsind. Bei dem Zementanteil �
� ist keine Aussage mögli
h, da die Nullhypothese ni
ht zum Niveau
α = 0.0125 abgelehnt wird.22.7 Tests auf NormalverteilungAuÿer bei sehr kleinen Sti
hprobenumfängen wie N ≤ 10 muss in der Regel überprüft werden, obdie Daten gemäÿ der Normalverteilung verteilt sind, bevor Tests angewendent werden können, diedie Normalverteilung voraussetzen. Diese Überprüfung kann nur wegfallen, wenn in vorangegange-nen Studien die Normalverteilung belegt wurde oder inhaltli
he Gründe für eine Normalverteilungspre
hen. Da aber eine Normalverteilung nie ri
htig belegt werden kann, wird in den meisten Fällenein Test auf Normalverteilung nötig sein.Dazu gibt es mehrere Mögli
hkeiten wie den Shapiro-Wilk-Test gegeben dur
h shapiro.test. Umeinen gra�s
hen Eindru
k zu bekommen, ob eine Normalverteilung vorliegen kann, kann man au
hdie Quantil-Quantil-Darstellung gegeben dur
h qqnorm benutzen. Liegen die Daten bei der Quantil-Quantil-Darstellung mehr oder weniger auf einer Geraden, kann man von einer Normalverteilungausgehen. Spri
ht ni
hts gegen die Normalverteilung, so können die Tests, die eine Normalverteilungvoraussetzen, benutzt werden.22.7.1 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 21.1.1)Obwohl die Sti
hprobenumfänge der Kugellagerdur
hmesser ni
ht gröÿer als 10 sind, wird für beideProduktionslinien der Shapiro-Wilk-Test dur
hgeführt:> shapiro.test(k1)Shapiro-Wilk normality testdata: k1W = 0.9833, p-value = 0.9804> shapiro.test(k2)Shapiro-Wilk normality test
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haften, WS 2011/2012 171data: k2W = 0.9082, p-value = 0.2685In beiden Fällen kann wie erwartet bei den kleinen Sti
hprobenumfängen die Normalverteilung ni
htabgelehnt werden. Allerdings ist der P-Wert bei der zweiten Produktionslinie deutli
h kleiner. Dassdort eventuell die Normalverteilung do
h ni
ht vorliegen könnte, zeigt au
h die Quantil-Quantil-Darstellung:> qqnorm(k1,p
h=16)> qqnorm(k2,p
h=16)
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Abbildung 22.7.1: Quantil-Quantil-Darstellung: Links für die erste Produktionslinie, re
hts für diezweite Produktionslinie22.7.2 Bemerkung (Vortests bei mehreren Tests am glei
hen Datensatz)Vortests wie Tests auf Normalverteilung werden bei der α-Adjustierung (20.1) ni
ht mitgezählt, dadiese Tests nur dazu dienen bestimmte Voraussetzungen für die eigentli
hen Tests zu überprüfen.Also wird beim Vorhandensein von Vortests
α =

0.05Anzahl der Tests am Datensatz − Anzahl der Vortestsgesetzt.
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Kapitel 23Tests bei ni
htnormalverteilten Daten
23.1 Einsti
hproben-und Zweisti
hproben-TestsMit dem Wil
oxon-Rangsummen-Test kann getestet werden, ob eine Sti
hprobe im Mittel den Wert
µ0 annimmt. Auÿerdem kann damit getestet, ob zwei Sti
hproben im Mittel übereinstimmen. Da-bei gehen nur die Ränge der Beoba
htungen ein, so dass dieser Test au
h bei ordinalen Datenangewendet werden kann. Die Funktion wil
ox.test liefert den Wil
oxon-Rangsummen-Test.23.1.1 Beispiel (Fortsetzung von21.1.1)Testet man in beiden Produktionslinien H0 : µ0 = 1 gegen H0 : µ0 6= 1 mit dem Wil
oxon-Rangsummen-Test, so erhält man:> wil
ox.test(k1,alternative="two.sided",mu=1)Wil
oxon signed rank testdata: k1V = 46, p-value = 0.06445alternative hypothesis: true mu is not equal to 1> wil
ox.test(k2,alternative="two.sided",mu=1)Wil
oxon signed rank testdata: k2V = 49, p-value = 0.02734alternative hypothesis: true mu is not equal to 1Man erhält das glei
he Ergebnis wie mit dem t-Test. Allerdings ist bei der ersten Produktionslinieder P-Wert mit O.06445 etwas gröÿer als beim t-Test, wo er 0.06327 beträgt. No
h gröÿer ist derUnters
hied bei der zweiten Produktionslinie: Dort ist der P-Wert des Wil
oxon-Rangsummen-Testes 0.02734 und des t-Testes 0.01502. Das zeigt, dass man den t-Test benutzen sollte, wennni
hts gegen die Normalverteilung spri
ht.
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haften, WS 2011/201223.2 Tests auf ZusammenhangDas glei
he gilt eigentli
h au
h für die Zweisti
hproben-Tests für den Verglei
h von zwei Erwartungs-werten, d.h. für das Testen von H0 : µ1 = µ2 gegen H0 : µ1 6= µ2. Allerdings tritt das Phänomenin diesem Beispiel ni
ht auf. Bei dem einfa
hen Zweisti
hproben-t-Test für glei
he Varianzen wurdeein P-Wert von 0.2112 und beim Zweisti
hproben-Wel
h-t-Test ein P-Wert von 0.2134 erzielt.> wil
ox.test(k1,k2,alternative="two.sided")Wil
oxon rank sum test with 
ontinuity 
orre
tiondata: k1 and k2W = 32.5, p-value = 0.1986alternative hypothesis: true mu is not equal to 0Warning message:
annot 
ompute exa
t p-value with ties in: wil
ox.test.default(k1, k2,alternative = "two.sided")23.2 Tests auf ZusammenhangEs gibt au
h einen Test auf einen Zusammenhang zwis
hen zwei ni
htnormalverteilten Zufallsvaria-blen Xn und Yn. Dabei werden im Pearsons
hen Korrelationskoe�zienten r(x, y) die Beoba
htungendur
h deren Ränge ersetzt. Damit erhält man den Spearmans
hen Rangkorrelationskoe�zi-enten. Ein Tests für Ho : ρ = 0 gegen H1 : ρ 6= 0 basierend auf dem Spearmans
hen Rangkorrela-tionskoe�izienten ist dur
h die Funktion 
or.test mit dem Argument method=spearman gegeben.Man bea
hte, dass ρ = korr(Xn, YN ) = 0 für ni
htnormalverteilte Zufallsvariablen Xn und Yn ni
htsto
hastis
he Unabhängigkeit bedeuten muss. Mann spri
ht daher nur von Unkorreliertheit. SieheBemerkung 17.2.2.23.2.1 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 22.6.1)> 
or.test(SETTING$a,SETTING$Hitze,alternative="two.sided",method="spearman")Spearman's rank 
orrelation rhodata: SETTING$a and SETTING$HitzeS = 76.0036, p-value = 0.001275alternative hypothesis: true rho is not equal to 0sample estimates:rho0.791199Warning message:Cannot 
ompute exa
t p-values with ties in: 
or.test.default(SETTING$a,SETTING$Hitze, alternative = "two.sided",Analog erhält man als P-Werte: 0.00403 für �b�, 0.124 für �
� und 0.003023 für �d�. Bis auf den
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haften, WS 2011/2012 175Test für Anteil �a� sind die P-Werte wieder alle gröÿer als bei den Tests, die Normalverteilungvoraussetzen.Nehmen die zweidimensionalen Beoba
htungen (x1, y1), . . . , (xN , yN ) nur wenige vers
hiedene Wertean, dann werden sie au
h oft dur
h eine Tabelle mit deren Häu�gkeiten gegeben. In diesem Fall kannauf Zusammenhang von Xn und Yn mit dem χ2-Test auf Unabhängigkeit getestet werden (in R
hisq.test). Dabei betri�t die Nullhypothese ni
ht nur Unkorreliertheit ausgedrü
kt dur
h ρ = 0sondern ri
htige sto
hastis
he Unabhängigkeit. D.h. es wird
H0 : Xn und Yn sind sto
hastis
h unabhängiggegen
H1 : Xn und Yn sind ni
ht sto
hastis
h unabhängiggetestet.23.2.2 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 1.0.3)Bei Beispiel 1.0.3 stellt si
h die Frage, ob es einen Zusammenhang zwis
hen Rosts
hutzmittel undWirksamkeit gibt.> rost<-matrix(
(65 , 103 , 106 , 74 , 85 , 47),n
ol=3,byrow=T)> rost[,1℄ [,2℄ [,3℄[1,℄ 65 103 106[2,℄ 74 85 47> 
hisq.test(rost)Pearson's Chi-squared testdata: rostX-squared = 15.7403, df = 2, p-value = 0.000382Da der P-Wert kleiner als α = 0.05 ist, kann ges
hlossen werden, dass es einen Zusammenhangzwis
hen Rosts
hutzmittel und Wirksamkeit gibt.
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Kapitel 24Intervalls
hätzungen/Kon�denzberei
he ∗

24.1 Allgemeine Eigens
haftenWährend eine Punkts
hätzung einen einzigen Wert für einen (unbekannten) Parameter ϑ liefert,wird dur
h eine Intervalls
hätzung oder einen Kon�denzberei
h1 eine Menge von Werten ange-geben. Diese Vorgehensweise beruht auf der Idee, daÿ das Ergebnis einer Punkts
hätzung ohnehinni
ht den wahren Wert des Parameters liefert, sondern aufgrund des vorliegenden Zufalls immer vomtatsä
hli
hen Wert abwei
ht. Eine Intervalls
hätzung liefert einen Berei
h, in dem der unbekannteParameter mit einer vorgebenen Wahrs
heinli
hkeit liegt. Dazu sei wieder X1, . . . ,XN eine unab-hängige und identis
h verteilte Sti
hprobe von X0 und X = (X1, . . . ,XN ) der Sti
hprobenvektormit Realisierung x = (x1, . . . , xN ).24.1.1 De�nition (Intervalls
hätzung, Kon�denzintervall)Seien α ∈ (0, 1) eine feste, vorgegebene Wahrs
heinli
hkeit und ϑ ein unbekannter Parameter.Eine (zufällige) Menge [ϑ̂u(X), ϑ̂o(X)] heiÿt Intervalls
hätzung oder Kon�denzintervall2 zumNiveau 1 − α für den Parameter ϑ, falls gilt:Pϑ(ϑ ∈ [ϑ̂u(X), ϑ̂o(X)]) ≥ 1 − α.Hierbei sind ϑ̂u(X) = ϑ̂u(X1, . . . ,XN ) und ϑ̂o(X) = ϑ̂o(X1, . . . ,XN ) Statistiken, die von der Sti
h-probe X1, . . . ,XN abhängen und für jede Realisation x1, . . . , xN die Unglei
hung ϑ̂u(x1, . . . , xN ) ≤
ϑ̂o(x1, . . . , xN ) erfüllen. Der Parameter ϑ an der Wahrs
heinli
hkeit P deutet an, dass die Wahr-s
heinli
hkeitsverteilung mit diesem Parameter benutzt wird. Wenn klar ist, wel
he Wahrs
heinli
h-keitsverteilung gemeint ist, wird oft au
h dieser Parameter weggelassen.Es ist zu bea
hten, daÿ die Wahrs
heinli
hkeit für das Kon�denzintervall gröÿer glei
h 1 − α seinsoll. Umgekehrt bedeutet dies, daÿ die Wahrs
heinli
hkeit für das Ereignis, daÿ der Parameter ϑauÿerhalb des Kon�denzberei
hes liegt, kleiner als α ist. Deshalb wird α übli
herweise klein gewählt.Typis
he Werte sind α = 0.1, 0.05, 0.01. Oft wird statt [ϑ̂u(x), ϑ̂o(x)] au
h kurz [ϑ̂u, ϑ̂o] ges
hrieben.1au
h: Vertrauensberei
h.2Alternativ wird ein Kon�denzintervall zum Niveau 1 − α au
h kurz als (1 − α)�Kon�denzintervall bezei
hnet.
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haften, WS 2011/201224.2 Kon�denzintervalle für den Erwartungswert einer NormalverteilungWie bei der Anwendung der statistis
hen Tests hängt die Wahl eines Kon�denzberei
hes von denvorausgesetzten Verteilungsannahmen ab. Es werden daher für vers
hiedene Modelle Kon�denzbe-rei
he angegeben, wobei die vorgestellten Kon�denzintervalle die gebräu
hli
hsten sind. Diese Wahlist jedo
h keineswegs eindeutig, und es lassen si
h au
h andere Berei
he angeben. Grundlegend zurBestimmung von Kon�denzberei
hen ist die Kenntnis der Wahrs
heinli
hkeitsverteilung der verwen-deten Statistiken.Dabei kann folgender Zusammenhang zu statistis
hen Tests ausgenutzt werden:1. Hat man für alle mögli
hen Parameter ϑ Tests zum Niveau α für H0 : ϑ = ϑ0 gegen H0 : ϑ 6= ϑ0der Form:Lehne H0 ab, falls Tθ0(x) > c(θ0),so ist
{θ0; Tθ0(x) ≤ c(θ0)}ein Kon�denzberei
h zum Niveau 1 − α.2. Hat man umgekehrt Kon�denzintervalle [ϑ̂u, ϑ̂o] für θ zum Niveau 1 − α, so ist ein Test für

H0 : ϑ = ϑ0 gegen H0 : ϑ 6= ϑ0 zum Niveau α gegeben dur
h:Lehne H0 ab, falls ϑ0 /∈ [ϑ̂u, ϑ̂o].Im folgenden werden basierend auf einer Sti
hprobe X1, . . . ,XN eines N(µ, σ2)-verteilten Merkmals
(1−α)�Kon�denzintervalle für die Parameter µ und σ2 angegeben. Als Punkts
hätzer werden hierbeidas arithmetis
hes Mittel X = 1

N

N∑

n=1

Xn und die empiris
he Varianz s(x)2 = 1
N−1

N∑

n=1

(Xn − X̄)2verwendet.24.2 Kon�denzintervalle für den Erwartungswert einer Normalver-teilungIn Analogie zur vorhergehenden Situation lassen si
h Kon�denzintervalle angeben. Die Quantile derStandardnormalverteilung werden jedo
h dur
h die entspre
henden Quantile der tN−1-Verteilungersetzt, die mit tN−1;β bezei
hnet werden. Die Aussagen beruhen wieder auf der Tatsa
he, dass dieStatistik
T =

√
N

X − µ

s(x)eine t-Verteilung mit N − 1 Freiheitsgraden besitzt. Eine Überprüfung, dass es si
h tatsä
hli
h umKon�denzintervalle handelt, benutzt diese Eigens
haft.
• Zweiseitiges Kon�denzintervall: [µ̂u, µ̂o] =

[
X − tN−1;1−α/2

s(x)√
N

,X + tN−1;1−α/2
s(x)√

N

]

• Einseitiges, unteres Kon�denzintervall: (−∞, µ̂o] =

(
−∞,X + tN−1;1−α

s(x)√
N

]

• Einseitiges, oberes Kon�denzintervall: [µ̂u,∞) =

[
X − tN−1;1−α

s(x)√
N

,∞
).
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haften, WS 2011/2012 17924.3 Kon�denzintervalle für die Varianz einer NormalverteilungFür den Parameter σ2 lassen si
h ebenfalls ein- bzw. zweiseitige Kon�denzintervalle bestimmen. Invölliger Analogie zur obigen Vorgehensweise erhält man folgende Intervalls
hätzungen. Als Quantilwerden wieder die Quantile der χ2-Verteilung mit N − 1 Freiheitsgraden verwendet.
• Zweiseitiges Kon�denzintervall: [σ̂2

u, σ̂2
o ] =

[
N−1

χ2
N−1;1−α/2

s(x)2, N−1
χ2

N−1;α/2

s(x)2
]

• Einseitiges, unteres Kon�denzintervall [0, σ̂2
o ] =

[
0, N−1

χ2
N−1;α

s(x)2
]

• Einseitiges, oberes Kon�denzintervall [σ̂2
u,∞) =

[
N−1

χ2
N−1;1−α

s(x)2,∞
).Zum Beispiel erhält man das zweiseitige Kon�denzintervall wie folgt: Wegen (N−1)s(x)2

σ2 ∼ χ2
N−1haben wir

1 − α = Pσ

(
χ2

N−1;α/2 ≤ (N − 1)s(x)2

σ2
≤ χ2

N−1;1−α/2

)

= Pσ

(
1

χ2
N−1;1−α/2

≤ σ2

(N − 1)s(x)2
≤ 1

χ2
N−1;α/2

)

= Pσ

(
σ2 ∈

[
N − 1

χ2
N−1;1−α/2

s(x)2,
N − 1

χ2
N−1;α/2

s(x)2

])
.24.4 Kon�denzintervalle für die Standardabwei
hung bei Normal-verteilungFür σ gewinnt man geeignete Kon�denzintervalle dur
h Ziehen der Quadratwurzel aus den entspre-
henden Intervallgrenzen σ̂2

u bzw. σ̂2
o .24.5 Kon�denzintervall für die Di�erenz d = µ1−µ2 bei unbekannter(glei
her) VarianzSeien X1, . . . ,XN1 eine iid Sti
hprobe eines N(µ1, σ

2)-verteilten Merkmals und Y1, . . . , YN2 eine iidSti
hprobe eines N(µ2, σ
2)-verteilten Merkmals, wobei σ2 unbekannt und N1, N2 ≥ 2 sind. Fernerseien alle N1 + N2 Zufallsvariablen sto
hastis
h unabhängig. Setze wieder

K =

√
1

N1
+

1

N2Ein zweiseitiges Kon�denzintervall [d̂u, d̂o] für die Di�erenz der Erwartungswerte d = µ1 − µ2 istgegeben dur
h:
[
d̂ − tN1+N2−2;1−α/2 s12(x, y) · 1

K
, d̂ + tN1+N2−2;1−α/2 s12(x, y) · 1

K

]
,
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haften, WS 2011/201224.5 Kon�denzintervall für die Di�erenz d = µ1 − µ2 bei unbekannter (glei
her) Varianzwobei d̂ = X − Y eine Punkts
hätzung für die Di�erenz der Erwartungswerte d,
s12(x, y)2 :=

1

N1 + N2 − 2

(
N1∑

n=1

(xn − x)2 +

N2∑

n=1

(yn − y)2

)
=

N1 − 1

N1 + N2 − 2
s(x)2+

N2 − 1

N1 + N2 − 2
s(y)2wieder die kombinierte Varianzs
hätzung und tN1+N2−2;β das β-Quantil der tN1+N2−2-Verteilungsind. Die Aussage beruht wieder auf der Eigens
haft:

√
1

N1
+

1

N2

d̂ − (µ1 − µ2)

s12(x, y)
∼ tN1+N2−2.Einseitige Kon�denzintervalle lassen si
h analog konstruieren. Zu bea
hten ist, daÿ das vorgestellteKon�denzintervall auf der Annahme beruht, daÿ die Varianz der Zufallsvariablen Xn und YN glei
hsind.24.5.1 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 21.1.1)Die R-Funktion t.test liefert au
h die Kon�denzintervalle. Für die erste Produktionslinie erhaltenwir:> t.test(k1,alternative="two.sided",var.equal=TRUE)$
onf.int[1℄ 0.9867741 1.4012259attr(,"
onf.level")[1℄ 0.95Damit ist das Kon�denzintervall zum Niveau 0.95 für den Erwartungswert µ der ersten Produktions-linie [0.9867741, 1.4012259]. Analog erhält man [1.099606, 1.712394] für die zweite Produktionslinie.Da µ0 = 1 im Kon�denzintervall für die erste Produktionslinie enthalten ist, wurde H0 : µ = 1 ni
htabgelehnt. Dagegen ist µ0 = 1 ni
ht im Kon�denzintervall für die zweite Produktionslinie enthalten,weshalb H0 : µ = 1 abgelehnt wurde.Für die Di�erenz der beiden Erwartungswerte µ1 − µ2 wird [−0.5555277, 0.1315277] als Kon�den-zintervall zum Niveau 0.95 erhalten. Da dieses Intervall die 0 enthält, wurde die Nullhypothese

H0 : µ1 = µ2 ni
ht abgelehnt.> t.test(k1,k2,alternative="two.sided",var.equal=TRUE)$
onf.int[1℄ -0.5555277 0.1315277attr(,"
onf.level")[1℄ 0.95
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Kapitel 25Abkürzungen

x = (x1, . . . , xN )⊤ Datenvektor
y y = (y1, . . . , yN )⊤ Datenvektor
x arithmetis
hes Mittel von x

s = sx = s(x) Standardabwei
hung von x

s(x)2 empiris
he Varianz von x

sxy = s(x, y) empiris
he Kovarianz von x und y

rxy = r(x, y) empiris
he Korrelation von x und y

Ω Ergebnismenge
ω Ergebnis

A, B, C et
. Mengen, interessierende Ereignisse
A Menge aller Ereignisse
P Wahrs
heinli
hkeit (Probability)

X, Y , Z, X1, . . . ,Xn et
. Zufallsvariable
x, y, z, x1, . . . , xn et
. Realisierungen der ZufallsvariablenPX(B) = P(X ∈ B) = P({ω ∈ Ω |X(ω) ∈ B})f Di
htefunktion

F (x) = PX((−∞, x]) = P(X ≤ x) Verteilungsfunktion an der Stelle x

Φ Verteilungsfunktion der Standard-NormalverteilungLSL lower spe
i�
ation limitUSL upper spe
i�
ation limit
P (A|B) bedingte Wahrs
heinli
hkeit von A gegeben BE(X) Erwartungswert der Zufallsvariablen Xvar(X) Varianz der Zufallsvariablen Xkov(X,Y ) Kovarianz der Zufallsvariablen X und Ykorr(X,Y ) Korrelation der Zufallsvariablen X und Yiid sto
hastis
h unabhängig und identis
h verteilt

ϑ unbekannter Parameter einer Verteilung
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haften, WS 2011/2012Bin(n, p) BinomialverteilungBin(1, p) BernoulliverteilungPoi(λ) PoissonverteilungExp(λ) ExponentialverteilungN(µ, σ2) Normalverteilung
tN zentrale t-Verteilung mit N Freiheitsgraden

tN (δ) ni
htzentrale t-Verteilung mit Ni
htzentralitätsparameter δ

FtN (δ) Verteilungsfunktion der ni
htzentrale t-Verteilung
tN ;α α-Quantil der t-Verteilung
χ2

N χ2-Verteilung mit N Freiheitsgraden
χ2

N ;α α-Quantil der χ2-Verteilung
FN,M F -Verteilung mit Freiheitsgraden N und M

FN,M ;α α-Quantil der F -Verteilung
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