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1 Einleitung

Dieser Bericht dient im Rahmen des Seminars, Grundlagen der Simulation und Statistik von
dynamischen Systemen, der Erlduterung verschiedener Methoden zur Behandlung der Dyna-
mik von Systemen, deren zeitliche Entwicklung vom gegenwiértigen Zustand abhéngt.

Im Allgemeinen beschreiben solche Systeme ein Verhalten, dass in den Naturwissenschaften
oder auch in der Finanzmathematik beobachtet wird, wie z.B. der Verlauf eines Aktienkurses
oder der Teilchenbewegung beim Mischen zweier verschiedener Stoffe. Ein solcher Verlauf hat
den Charakter, dass er zu verschiedenen Zeitpunkten erfasst wird und oft noch zusitzlich vom
Zufall abhingt.

Ein Beispiel solcher Systeme sind Diffusionsprozesse. Um die Dynamik eines Diffusionspro-
zesses mathematisch zu beschreiben, eignen sich im Allgemeinen stochastische Differential-
gleichungen. Sie werden auf unterschiedlichen Gebieten der mathematischen Modellierung ge-
nutzt, um die hier beschriebenen Prozesse zu simulieren, die auBBerdem durch stochastische
Storfaktoren beeinflusst werden. Ein Ziel ist es hier, den Verlauf eines Diffusionsprozesses, an-
hand der Ableitung der zugehorigen stochastische Differentialgleichungen, zu beschreiben. Zu
dieser Problematik existieren viele Losungsmethoden. Im Folgenden werden hierzu Formeln
vorgestellt. Die Resultate, die anhand dieser Formeln gewonnen werden, sind einleitend fiir die
Implementierung von Simulationen in der statistischen Programmsoftware R und dariiber hin-
aus, die Basis vieler statistischer Schitzmethoden.

In diesem Bericht werden zunichst in Kapitel 2 die Diffusionsprozesse eingehend motiviert und
erklart. Hierbei liegt der Fokus auf der mathematischen Darstellung des Diffusionsprozesses
iiber eine stochastische Differentialgleichung. AuBlerdem wird in diesem Kapitel die Theorie der
Markoveigenschaft erldutert und im Hinblick auf die Diffusionsprozesse erkléart. Im Anschluss
erfolgt in Kapitel 3 die Theorie zu den behandelnden Losungsansitzen der stochastischen Diffe-
rentialgleichungen und den linearen stochastischen Differentialgleichungen. Insbesondere wird

hier die Ito-Formel als Methode zum Beweisen einer Losung erldutert. Der spezielle Fall der



Ito-Formel fiir eine Brownsche Bewegung wird hier ebenso aufgefiihrt und anhand vom einem
Beispiel erldutert. Kapitel 4 enthélt das Fazit, welches die wichtigsten Aussagen zusammenfasst

und die vorgestellten Formeln resiimiert.

2 Diffusionsprozesse und ihre

Anwendungen

2.1 Diffusionsprozesse

2.1.1 Motivation

Wie in der Einleitung bereits erwihnt, befasst sich dieser Bericht mit Diffusionsprozessen, die
mathematisch formuliert werden, anhand einer stochastischen Differentialgleichung.

Im Allgemeinen besitzen die Diffusionsprozesse die Eigenschaft, dass ihre zeitlich geordnete
Entwicklung vom gegenwirtigen Zustand abhingt. Der Zustandsraum kann hier diskret oder
stetig sein. Die Parametermenge ist stetig, da sie ein Zeitintervall beschreibt. Eine weitere Ei-
genschaft ist, dass Diffusionsprozesse die Markoveigenschaft besitzen. Eine genauere Defini-
tion der Markoveigenschaft wird in dem Unterabschnitt 2.3 gegeben. Die Diffusionsprozesse
gehoren der Klasse der stochastischen Prozesse {X;,0 <t < T} an, angepasst an eine Filtrie-
rung 3; := o(X; : s <t). Hierbei wird (3;);>0 durch die Brownsche Bewegung erzeugt.

Um den Verlauf eines Diffusionsprozesses zu ermitteln, wird dieser iiber eine stochastische
Differentialgleichung formuliert. Die hier thematisierten Prozesse sind dann Losungen der sto-

chastischen Differentialgleichung (Iacus, 2008, S.33)

dX; = b(t,X;)dt + o (t,X;)dW; mit Anfangsbedingung Xp.

Dieser Sachverhalt und die genannte stochastische Differentialgleichung werden im

Unterabschnitt 2.2 genauer erlédutert.



Ein Beispiel fiir einen Diffusionsprozess ist ein physikalischer Prozess, der eine
ungleichmifige Verteilung von Teilchen aufzeichnet, deren Verlauf beim Mischen zweier

Stoffe beobachtet wird.
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Bildquelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Diffusion

Abbildung 1: Verlauf von Teilchen beim Vermischen zweier Stoffe durch Diffusion

Anhand von Abbildung 1 kann nachvollzogen werden, dass die Teilchen einer stindigen
Wechselwirkung mit anderen Teilchen unterliegen. Dies nimmt Einfluss auf die
Bewegungsrichtung eines Teilchens. Die Richtungsdnderung, also der Verlauf eines Teilchens,
dndert sich somit fortlaufend. Das hat zur Folge, dass die Diffusionsprozesse einem Verlauf
folgen, der eine Zufallskomponente enthilt. Im Allgemeinen werden Diffusionsprozesse,
neben der Physik auch in der Biologie, der Chemie und den Wirtschaftswissenschaften
angewendet. Sie sind ein Hilfsmittel, um die dynamischen Systeme, die in diesen

Wissenschaften beobachtet werden, zu umschreiben.

2.1.2 Definition Diffusionsprozess

Seien ¢ mit (1,®) — o(t,X;(®)) und b mit (z,®) — b(t,X;(®)) messbare stochastische Pro-
zesse mit der Eigenschaft, dass [ 62(u,X,) + |b(u,X,)|du < oo fast sicher V¢ > 0. Weiter sei
W :[0,00) x Q — R mit (¢, w) — W(t)(w) eine Brownsche Bewegung. Dann heifit der Prozess

X mit
X, = [0 (u,X,)dW, + [ b(u, X, )du fiir 1 >0
ein verallgemeinerter Diffusionsprozess mit Diffusionskoeffiezenten ¢ und Drift » (Klenke,

2006, S.537). Ein Diffusionsprozess besteht somit aus dem gewohnlichen Riemann- und dem

Ito- Integral, dass angetrieben wird durch eine Brownsche Bewegung. Sind o und b



Abbildungen der Art & : R —[0,0) mit 6; = 6(X;) und b : R — Rb, = b(X;), so sagt man X
sei ein Diffusionsprozesse im engeren Sinnne. In diesem Bericht werden Diffusionsprozesse

behandelt, die Losungen der stochastischen Differentialgleichung

dX; = b(t,X,)dt + o (t,X;)dW; mit Anfangsbedingung Xy

sind. Es sei zu erwihnen, dass die hier definierten Diffusionsprozesse eine Abgrenzung auf
den eindimensionalen Fall sind, angetrieben durch eine Brownsche Bewegung und nicht etwa

durch einen Levy-Prozess, wie fiir multivariate Diffusionsprozesse iiblich.

2.1.3 Problemstellung

Generell soll ein Zusammenhang zwischen dem Wert einer Funktion und ihrem zukiinftigen
Verlauf in einer Gleichung ausgedriickt werden. Prinzipiell wird dazu die Ableitung der Funk-
tion bestimmt. Problematisch wird es, wenn die zu betrachtende Funktion nicht differenzierbar
ist, wie es der Fall bei den hier behandelten Diffusionsprozessen ist. Diese sind aufgrund ihrer
Zuwichse der Brownschen Bewegung an keiner Stelle differenzierbar.

Dieses Problem kann umgangen werden, indem die stochastische Differentialgleichung iiber ih-
re zugehorige Integralgleichung formuliert wird. Die Integralgleichung besitzt den Vorteil, dass

sie ohne explizite Darstellung der Ableitung auskommt.

2.2 Stochastische Differentialgleichung eines

Diffusionsprozesses

2.2.1 Motivation

Im Folgenden werden die stochastischen Differentialgleichungen erlidutert, mit der Intention,
die beschrieben Diffusionsprozesse iiber diese auszudriicken.

Ein Beispiel hierfiir sind die Black-Scholes-Differentialgleichungen. Sie beschreiben ein finaz-
mathematisches Modell zur Analyse von Finanzsachverhalten (z.B. Aktienkurse). Die zugeho-

rige stochastische Differentialgleichung lautet



Dies ist eine homogene, lineare stochastische Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten b(t) = u und 6 () = o, also ein spezieller Fall der stochastischen
Differentialgleichung. Hier beschreibt dS; den Verlauf des Aktienkurses zum Zeitpunkt # mit
t > 0. Der Term W; sei eine Brownsche Bewegung und pt die erwartete Rendite.

Die Losung dieser stochastischen Differentialgleichung ist eine geometrische Brownsche
Bewegung. (wikipedia.org/wiki/Black-Scholes-Modell (5. Mai 2012)). Dieses Resultat wird

im Abschnitt 3.2 mit der Ito-Formel hergeleitet.

2.2.2 Definition stochastische Differentialgleichung

Gegeben sei eine stochastische Differentialgleichung der Form

dX; = b(t,X;)dt + o (t,X;)dW; mit Anfangsbedingung X = Z.

Hierbei sei W : [0,00) x Q — R mit (¢, ) — W(¢)(®) eine Brownsche Bewegung und Z eine
von W unabhiingige Zufallsvariable mit Verteilung u.

Weiter seien die Abbildungen b mit (t,®) — b(t,X;(®)) und o mit (t,®) — o(t,X;(w))
messbar.

Dann ist eine Losung X der stochastischen Differentialgleichung ein stetiger stochastischer

Prozess, der die Integralgleichung

X, = Xo+ Jo b(u, X)) du+ [§ 0 (u,X,))dW, f.5. ¥Vt >0

erfiillt. Das Integral [} b(u,X,)du ist das gewShnliche Riemann-Integral und [{ o (u, X, )dW,
das Ito-Integral.

Gesucht ist also ein Prozess, der zusammen mit b, ¢ und W die obige Integralgleichung erfiillt
(Klenke, 2006, S.551).

Die hier thematisierten Diffusionsprozesse losen die stochastische Differentialgleichung.

2.3 Markoveigenschaft und Kolmogorov Vorwarts-

/Riickwartsgleichungen

2.3.1 Markoveigenschaft

Die hier thematisierten Diffusionsprozesse besitzen die Markoveigenschaft. Dieses Resultat

vereinfacht zum einen viele Berechnungen in der Parametrik und Nichtparametrik und zum an-



deren ist es niitzlich im Umgang mit Simulationsalgorithmen.
Die Markoveigenschaft bezeichnet die Eigenschaft von stochastischen Prozessen, dass Progno-
sen, die auf der letzten Beobachtung basieren ebenso gut sind, wie Prognosen, die auf allen

vorangegangen Beobachtungen basieren. Formal ausgedriickt
V0 <ty < S X0, e Xnt1 € R* neN:

P(Xer-l :xn+1|X0 = X0, ...,th =Xn> = P(XfrH-l :xn+l|Xt,, :xn)

Es heift die Diffusionsprozesse sind geddchnislos. Stochastische Prozesse, in deren
Zustandsraum stetige Werte angenommen werden und die die Markoveigenschaft besitzen,
werden auch als Markovprozesse bezeichnet. Fiir einen diskreten Zustandsraum formuliert
man die stochastischen Prozesse als Markovkette (Klenke, 2006, S.333) .

Fiir Markovprozesse ist es iiblich, die Ubergangsdichte p(t,y|s, x) anzugeben (Iacus, 2008,
S.36). Hierbei werden die Wahrscheinlichkeiten eines Zustandes y zum Zeitpunkt ¢, bedingt
des Zustandes x zum Zeitpunkt s, beschrieben. Eine alternative Formulierung wiire

p(t —s,y|x), diese kann in manchen Fillen die Berechnungen vereinfachen.

2.3.2 Kolmogorov Vorwarts- und Riickwartsgleichungen

Da die Diffusionsprozesse die Markoveigenschaft besitzen ist es moglich die Ubergangsdichte
zu definieren. Die Ubergangsdichte hat die Eigenschaft, dass sie die Kolmogorov Vorwiirts-
und Riickwirtsgleichungen erfiillt. Diese Gleichungen gehoren zu den linearen partiellen Dif-
ferentialgleichungen und brechen fiir Markovprozesse nach der zweiten Ordnung ab.

Die Kolmogorov Vorwirtsgleichung lautet (Iacus, 2008, S.36)

2
Gp(t.y]s,x) = =F(b(t,y)p(t.y]s,%)) + 3 53 (62 (1.7)p(t,y]5,%))

und die Kolmogorov Riickwirtsgleichungen

2
_%p(tayb‘?x) = b<t7x)%p(tayys7x) + %GZ(I,X)%p(I,y|S,X).

Die Gleichungen stellen eine Beziehung zwischen dem Diffusionskoeffizienten o(.) und dem
Drift b(.) her. Diese Resultate haben ihre Anwendungen in Simulationsalgorithmen , in der

Parametrik und Nichtparametrik.



3 lto-Formel und ihre Anwendungen

3.1 lto-Formel

Die hier aufgefiihrten Diffusionsprozesse/stoch. Prozesse setzen sich zusammen aus dem ge-
wohnlichen Riemann- und dem Ito-Integral. Da das Ito-Integral nicht ganz einfach zu berech-
nen ist, eignet sich die Anwendung der Ito-Formel.

Dariiber hinaus ist sie ebenso ein wichtiges Instrument in stochastischen Berechnungen und
beweist zum Beispiel, dass die geometrische Brownsche Bewegung, eine Losung der Black-
Scholes-Differentialgleichung ist, oder die in 3.2 formulierten Losung, eine Losung der sto-
chastischen linearen Differentialgleichung darstellt. Zudem wird die Ito-Formel somit auch in
vielen Simulationen verwendet. Im Allgemeinen ist die Ito-Formel als Kettenregel fiir stochas-
tische Prozesse anzusehen. Sie entsteht durch die stochastische Taylorentwicklung 2. Ordnung,
einer Funktion f(X), wobei hier X ein Diffusionsprozess ist.

Wiederholung Taylor-Formel (Eindimensional):

Sei U C R offen, x € U und & € R, so dass giltx+1§ € U Vt € [0, 1]. Sei weiter f : U — Reine
(k+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt (Forster, 1999, S. 56): 36 € [0, 1]mit f(x+&) = Z|a|<k

D TG
Ito-Formel:

Unter der Voraussetzung, dass f(z,x) eine in beiden Variablen zweimal differenzierbare Funkti-
on ist, wobei x die Realisation der Zufallsvariable X : Q — R mit w — X (w) = x ist, gilt (Tacus,

2008, S. 38):

f(thf) = f(onO) + féf,(u,Xu)du—i— féfx(u,Xu)dXM‘i‘ % f(; fxx(u7XM)<dXM)2

Dabei sind 24 = fi(t,x), o f ~ = f.(t,x) und ( = fux(t,x) die Terme der partiellen

Ableltungen in der Taylor- Formel. Die aquwalente Differentialform lautet

df(t,X:) = fi(t,X;)dt + fu(t,X;)dX; + %fxx(taxt)(dXt)z'



Hierbei kann der Punkt (0,Xp) als Entwicklungspunkt angenommen werden.
In dem Buch wird auf den Beweis der Ito- Formel verzichtet. Zum besseren Verstiandnis fiir die

Anwendungen wird dieser hier aufgefiihrt.

Beweis: Setze & = (t —s), & = (x—xp) und k = 2 in der Taylorformel. Weiter seien

0, A €10,1], so dass gilt:

f(tvx) _f(stO) = [f(tax) _f(s7x)] + [f(sax) _f(stO)]
Taélorf,(sqL 5(t—s),x)(t—s)+fx(s,xo)(x—xo)—|—%fxx(s,xo—kl(x—xo))(x—x0)2

Partition des Intervalls ergibt:

f(t,X) — (0,X0)

=Y S X)) — ftie1, X))

=Y U Xe) — i, X)) 4 [f (61, X)) — f (i1, X, )]

=Y filtion +6i(ti —tio1), Xe ) (ti — ti1) + X0 fe(tion, Xo ) (X — X)) +
s fetion X + M — X)) (X — X, )

Nach Definition des Riemann (Walter, 2004, S.202)- und dem Stochastischen (Voit, SS 2004,
(3.20))- Integral folgt:

= o fiw Xa)du+ [ filu Xy dXu+ 5 [g fr(e,X) (dX,)?

= f(6,X) = £(0,X0) + [ fe(u, Xu)du+ g fu (14, X )dXi+ 3 [ Srx (14, Xo) (dXer)?,

und die obige Ito-Formel ist gezeigt.

3.1.1 Ito-Formel der Brownsche Bewegung

Es sei hier zusitzlich zu erwihnen, dass die Terme (df - dW;) und (dt)?, Terme der Ordnung

O (dt) sind. D.h. bei der Entwicklung nach dem Term (dX;)? konnen somit die Terme

(dt - dW;) oder (dt)? unbeachtet bleiben. Dariiber hinaus verhalten sich Terme der Ordnung
(dW;)? fiir eine Brownsche Bewegung wie dt, da (W, —W,,_, )2 &~ t; —t;_1. Das hat den Vorteil,
dass der Term (dW;)? in der stochastischen Differentialgleichung ersetzt werden kann durch
dt, was die Berechnungen wesentlich vereinfacht. Betrachte hierzu folgendes Beispiel:

Fiir den speziellen Fall, dass X; die Brownsche Bewegung ist, vereinfacht sich die in 3.1

genannte Integralgleichung (Iacus, 2008, S.38) zu
£, We) = £(0,0) + fo f (s Wa)due+ [ fo(u, Wa)dWa+ % [ fe(, W) (dW)?



= £(0,0) + J§ f(u, W) du+ [ fe(u, W)dWy, + 3 [§ e (e, W, )du

= f(0,0) + fé i (e, W) + %fxx(%Wu)]d” + f(; fa(u, W, )dWu

mit zugehoriger Differentialgleichung
df(tvvvl) = f(tvvvt) _f(()?o)

= (/6 W) + 3. fue(1,W0)) dt + fi(t, W) AW,
Dies ist die Ito-Formel der Brownschen Bewegung.
Betrachte nun die einfache Funktion mit f(¢,x) = f(x) = x?, also approximiere mit einem Poly-
nom zweiten Grades. Dann ergibt sich unter der Annahme der Brownschen Bewegung mit der

Ito- Formel

FOW) = £0)+ 3 [ fae(W)du+ [ fo(Wo)dW,
= W2 =02+1 [§2du+ [§2W,dW,

= W2 =1 i 1du+ [ WdW, = [§WdW, = W2 — Lt

Das Integral kann anhand von %Wtz — %t einfach geldst werden.

3.2 Lineare stochastische Differentialgleichungen

3.2.1 Herleitung einer Losung einer linearen stochastischen

Differentialgleichung

Das Konzept der Ito-Formel ist hilfreich um eine Losung der hier aufgefiihrten linearen sto-
chastischen Differentialgleichung zu beweisen.

Homogene Version:

Betrachte die homogene lineare stochastische Differentialgleichung dX; = by (t)X;dt + o, (¢) X;dW;.
Diese Gleichung wird auch stochastische Differentialgleichung mit multiplikativen Rauschen
genannt. Zum Losen dieser Gleichung bzw. zum Beweis der vermuteten Losung, kann die Ito-
Formel verwendet werden, indem man f(f,x) = f(x) = log(x) wihlt. Die homogene Losung

lautet somit nach Iacus (2008, S.39):

X; = Xoexp (fo (b1 (u) — 302 (w))du+ [§ o1(u)dW,)).

10



Beweis:

Fiir f(z,x) = f(x) = log(x) ergeben sich die partiellen Ableitungen f;(x) =0, fi(x) = % und
Jae(x) = _,%-

Durch Einsetzen der Terme in die Ito-Formel folgt:

f(X:) = f(Xo) + f(;ﬁ(WXu)d”"' fé S, Xy )dXu+ % fé fxx(“7Xu)<qu)2

= In(X;) = In(Xo) + o ¥ L 0 X2 L (dX,)?
% t
= In(%) 2 In(x0) + / )x duct 01 (X, aW,) 1 | )%(bl(u)Xudu-i—cl(u)Xuqu)z
0 Ay
) 1)

1) Jo 5 (b1 (w)Xudu+ 01 ()X, dW,,) = [ob1(w)du+ 01 (u)dW,
) Jy Xz( 1 (1) Xy du+61( )XudWo)* = o Xlz (b3 ()X2 (du)* +2b1 ()01 ()X (du- dW,,) +

o2 (u)X2 (dW,)* ) fo Xz( of (u)Xgdu) = fo 0% (u)du

= In(X;) = In(Xo) + [3 b1 (w)du + o1 (u)dW, — 5 [; 02 (u)du
= In(X;) = In(Xo) + [ (b1 (u) — 30}) du+ [ o1 (u)dW,
= X, = Xo+exp (5 (b1(u) — 02) du+ [ o1(u)dW,,)

() (dt - dW;) , (a’t)2 Terme der Ordnung ¢(dt), fallen somit nach Entwicklung von (X;)*weg
und (dW;)? verhilt sich wie dt

3.2.2 Spezialfall geometrische Brownsche Bewegung

Fiir die Resultate einer homogenen linearen stochastischen Differentialgleichung ist die geome-

trische Brownsche Bewegung S; ein Spezialfall mit
dSt - b] (f)Stdt + Gl (l‘)S;dVVt - HS;CII + GS;C”’V;
Die Koeffizienten sind hier konstant.
Weiter sei darauf hingewiesen, dass im Allgemeinen die Ableitung einer stochastischen

Differentialgleichung, fiir die geometrische Brownsche Bewegung, nicht ganz einfach zu

bestimmen ist. Hierfiir eignet sich ebenso die Anwendung der Ito- Formel.

11



Sei nun eine geometrische Brownsche Bewegung gegeben durch

St = Soexp{(r— %2)t + oW, } mitz > 0.

Wihle weiter f(z,x) = Soexp{(r— %z)t + ox}, sodass f(t,W;) = S; ist (Iacus, 2008, S39).
Durch Anwenden der Ito- Formel, kann die nicht ganz triviale Ableitung berechnet werden.

Die partiellen Ableitungen lauten:

filt,x) = <r_ %2) f(t.x), fx(t,x) = of(t,x) und Jun(t,x) = sz(lax)

Einsetzen der Terme in die Ito- Formel der Brownschen Bewegung ergibt somit

dS; =df(t,Wt)
= (fi(t, W) + 3. fux (8, W) ) dit + fit, W)W,
= (= F)s:+30%,) dr + o5:aW,
= (rS; — 3628, + 5625;) dt + 65,dW,
= rS;dt + 6 S5;dW;
Dies beweist, dass die geometrische Brownsche Bewegung eine Losung der oben formulierten

Black-Scholes-Differentialgleichungen ist.

3.3 Lamperti-Transformation

Die Lamperti-Transformation ist eine besondere Anwendung der Ito-Formel. Sie kann in vielen

Schitz- und Simulationsmethoden angewendet werden.
Unter der Annahme, gegeben sei eine stochastische Differentialgleichung der Form
dX; - b(t,Xt)dt + G(X;)dW,,
d.h. der Diffusionskoeffizient o (X;) sei nur abhiingig von der Zustandsvariablen X;.
Dann ist es moglich die stochastische Differentialgleichung umzuformen, in eine stochastische

Differentialgleichung mit einheitlichem Diffusionskoeffiezenten (Iacus, 2008, S.40). Hierzu

wird die Lamperti- Transformation verwendet:

Y, =F(X,)=["-L.du.

o (u)

12



Dabei ist z ein frei wihlbarer Wert aus dem Zustandsraum der Zufallsvariablen X.

Dieser Prozess 10st die folgende stochastische Differentialgleichung:

dY, = by (t,Y;)dt +dW,

mit by (z,y) = 2L )

Genauer ist dann dY; = by (¢,Y;)dt +dW, = ( (t(;é’)) — %GX(X,)) dt +dw,.

Um dieses aufgefiihrte Resultat zu beweisen, wird die Ito- Formel angewendet.

Beweis (Iacus, 2008, S. 41):

Setzte f(t,x) = [ 5 ol )du und erhalte die partiellen Ableitungen:

fi(t,x) =0 ft,x) = G(lx) Jue(t,x) = _g)é(();)-

N

Einsetzen der Terme in die Ito-Formel (Differentialschreibweise) ergibt:

Y, = df(t,X;)
:ft(f,Xt)defo(f X1)dX + 3 (£, X)) (dX;)?
= 0-di + lgydX; — ;gg(é’)) (dX,)?
= sty (b(6,X)dt + 0(X)dW;) — L S0 (b(t, X,)d1 + o/(X,)dW;)?
&06)

20%(X;)
= (f( ))d[—{—dVVt IGx(Xt <b2(l‘ Xz) (dt) —i—2b(l‘,X,)G(Xt) (dt-dVV;)—{—Gz(Xt) (dVVt)z)
( ) b t.X; (X
= e+ W 522(( Lo%(X;)dr
( (()i)) QGx(Xz)> dt +dw;

™) by (1, X, )dt +dW,

X

(

(%) (dt-dW;), (dt)? Terme der Ordnung & (dt), fallen somit bei Entwicklung nach (X;)*weg;
(dW;)? verhiilt sich wie dt

-1
(exx) by (1,y) = 2l b Lo (F1(y) = 22 — Lo (x,)




4 Zusammentfassung

Dieser Bericht befasste sich mit Diffusionsprozessen und deren mathematischer Darstellung,
als Losung einer stochastischen Differentialgleichung. Genauer gesagt, wurde die Theorie und
die Idee der Diffusionsprozesse erldutert. Darauf folgten verschiedene Losungsansitze stochas-
tischer Differentialgleichungen bzw. Spezialfille dieser. Problematisch hierbei war, dass die
Diffusionsprozesse und auch andere stochastische Prozesse, wie zum Beispiel die geometrische
Brownsche Bewegung, an keiner Stelle differenzierbar sind. Diese Problematik wurde umgan-
gen, indem die Integralgleichungen der Differentialgleichungen betrachtet wurden.

Weiter wurde in diesem Bericht die Markoveigenschaft des Diffusionsprozesses beschrieben
und wie durch die Markoveigenschaft die Kolmogorov Vorwirts- und Riickwiértsgleichun-
gen verwendet werden konnen. Die Gleichungen stellen eine Beziehung zwischen dem Drift
und dem Diffusionskoeffizienten her. Dieses Resultat ist wichtig, da es in Simulationsalgorith-
men und dariiber hinaus in der Parametrik und Nichtparametrik niitzlich ist.

Der Fokus in diesem Bericht wurde auf die Ito- Formel gelegt. Um die Ito- Formel zu ver-
stehen, wurde diese hergeleitet. Dariiber hinaus wurden verschiedene Anwendungen der Ito-
Formel aufgefiihrt, wie zum Beispiel das Beweisen der Losung einer homogenen linearen
stochastischen Differentialgleichung und der Beweis der Losung der stochastischen Differen-
tialgleichung, die anhand der Lamperti- Transformation gewonnen wird. Der spezielle Fall
der Ito-Formel fiir eine Brownsche Bewegung wurde hier ebenso aufgefiihrt und anhand vom

einem Beispiel erlédutert.
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